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La theorie des invariants de type ni est une approhe reente dans
l'etude des 3-varietes qui trouve son origine dans la theorie des nuds.
V. Vassiliev denit en 1990 une famille d'invariants des nuds [V℄ qui
s'averent plus ns que tous les invariants polyno^miaux onnus jusqu'alors.
L'idee est de denir une ltration (desendante) sur le groupe abelien libre-
ment engendre par les (lasses d'isotopie des) nuds orientes de la sphere
S
3
: un invariant est dit de type ni s'il s'annule a partir d'un ran de
ette ltration. En 1996, T. Ohtsuki propose, en s'inspirant des travaux de
Vassiliev, une approhe similaire pour les spheres d'homologie entiere [O1℄ :
le point lef est qu'une notion de mouvement elementaire sur les objets
geometriques onsideres denit une theorie d'invariants de type ni.
M. Goussarov et K. Habiro ont ainsi introduit a la n des annees 90, de faon
independante, une theorie d'invariants de type ni des 3-varietes ompates
orientees (eventuellement ave entrelas). La denition repose sur la notion
de hirurgie borromeenne, initialement introduite dans les annees 80 par S.
Matveev [Mt℄, qui est denie par le plongement dans la 3-variete d'un
Y-graphe, et qui onsiste a deouper puis reoller un voisinage tubulaire de
e graphe.
La theorie de Goussarov-Habiro est bien omprise dans le as des spheres
d'homologie rationnelle (elle onide ave la theorie d'Ohtsuki dans le as
des spheres d'homologie entiere), mais on ne sait dire que peu de hoses dans
un adre plus general.
Dans leurs travaux, M. Goussarov et K. Habiro ont en fait deni tout un
ensemble d'outils de alul topologique, appele alul de laspers [H℄ (ou en-
ore alul de lovers dans [GGP℄). Le alul de laspers s'applique a l'etude
des paires
(M;)
ou M est une 3-variete ompate orientee eventuellement a bord et ou  est
un entrelas de M . Plus preisement, on distingue deux approhes :
{ M est xee et  varie : on etudie alors les entrelas d'une 3-variete
donnee. C'est dans e ontexte qu'intervient la theorie de Vassiliev.
{ M et  (eventuellement vide) varient : on est alors dans le adre de la
theorie d'invariants de type ni de Goussarov-Habiro .
Le alul de laspers permet alors de denir sur es objets les relations de
C
k
-equivalene et de Y
k
-equivalene respetivement, qui sont des relations
7
d'equivalene engendrees par des mouvements du type ouper / reoller le
long de orps en anses plonges. Elles induisent des ltrations sur le groupe
abelien librement engendre par les objets onsideres : la C-ltration sur les
entrelas (d'une variete donnee) et la Y -ltration sur les 3-varietes et leurs
entrelas.
||||||||||||{
Dans ette these, nous nous interessons aux paires (M;), ou M est un
ylindre d'homologie sur une surfae  ompate, onnexe orientee, et  est
un string-link frame de M : le premier est un obordisme d'homologie sur
la surfae  muni d'une ondition de trivialite homologique supplementaire,
et le seond est un plongement propre de opie de l'intervalle unite. Ces
objets interviennent dans les papiers de M. Goussarov et de K. Habiro, et y
sont presentes omme d'importants modeles pour la theorie. Ils onstituent
de plus des outils interessants pour l'etude du mapping lass group et du
groupe des tresses pures.
Plus partiulierement, on onsidere ertaines speialisations de e adre
general :
(A)  = ; : as des ylindres d'homologie sur une surfae  ompate,
onnexe orientee.
(B)  = D
2
: as des string-links frames dans des boules d'homologie.
(C) M = D
2
 I ; oubli du framing sur  : as des string-links `lassiques'.
Nous etudions don la theorie d'invariants de type ni de Goussarov-Habiro
dans les as (A) et (B), et la theorie de Vassiliev dans le as (C). En par-
tiulier, nous alulons expliitement les invariants en bas degre pour es
objets.
Dans le as (A) sont ainsi etudies les invariants de Goussarov-Habiro de
degre 1 pour les ylindres d'homologie. Ils sont donnes par ertaines exten-
sions des homomorphismes de Johnson et de Birman-Craggs, intervenant
initialement dans les travaux de D. Johnson pour le alul de l'abelianise du
groupe de Torelli. On obtient le resultat suivant, qui est le fruit d'un travail
ommun ave G. Massuyeau.
Theoreme 1. Soit  une surfae ompate onnexe orientee de genre g
ayant au plus une omposante de bord. Soient M et M
0
deux elements de
HC(), l'ensemble des ylindres d'homologie sur . Alors, les assertions
suivantes sont equivalentes :





(2) M et M
0
ne sont pas distingues par les invariants de Goussarov-Habiro
de degre 1 ;
(3) M and M
0
ne sont pas distingues par les extensions du premier homo-
morphisme de Johnson et des homomorphismes de Birman-Craggs.
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De me^me, dans le as (B), les invariants de de degre 1 sont donnes par
l'ensemble 
3
des triples nombres de Milnor, et un ertain invariant  qui
regroupe les redutions modulo 2 de 
3
et de l'invariant de Sato-Levine, et
les invariants de Arf et de Rohlin.








semble des string-links frames a n ordes des boules d'homologie de framings
et nombres d'enlaement nuls. Alors les assertions suivantes sont equivalen-
tes :











) ne sont pas distingues par les invariants de Gous-
sarov-Habiro de degre 1,




) ne sont distingues ni par les triples nombres de
Milnor, ni par l'invariant de Sato-Levine modulo 2, ni par l'invariant
de Arf et le -invariant de Rohlin.
Ces deux resultats sont vus omme des orollaires de theoremes de arate-
risation de la relation de Y
2
-equivalene pour les ylindres d'homologie et




















en identiant es objets topologiques ave ertains espaes de diagrammes.
Il en resulte en partiulier une interpretation diagrammatique des invariants
des theoremes 1 et 2. Notons que le groupe abelien C
1
() est alule pour
toute surfae , alors que le theoreme 1 ne traite que du as des surfaes
ayant au plus une omposante de bord.
Une orrespondane est ensuite etablie entre les as d'etude (A) et (B),
et don entre les divers invariants des theoremes 1 et 2 :






qui produit (bien que n'etant pas un homomorphisme de monodes) un iso-









tel que le premier homomorphisme de Johnson 
1
et les homorphismes de
Birman-Craggs  orrespondent respetivement aux triples nombres de Mil-
nor 
3
et a l'homomorphisme  .
On adopte ensuite pour le as d'etude (C) une approhe similaire : le
alul des invariants de Vassiliev des string-links en degre 1 et 2 onsiste en









-equivalents si et seulement s'ils ont les me^mes nombres d'en-
laement (les invariants de Vassiliev de degre 1). Comme orollaire, on re-
trouve le theoreme de H. Murakami et Y. Nakanishi sur le -mouvement.
On enone ensuite le resultat suivant, qui implique la onstrution d'un
ertain invariant de Vassiliev V
2
d'ordre 2 des string-links a 2 ordes :
Theoreme 4. Soient  et 
0
deux string-links a n ordes dans D
2
 I, de
nombres d'enlaement nuls. Alors, les assertions suivantes sont equivalentes :





(2) les invariants de Vassiliev de d'ordre 2 ne distinguent pas  et 
0
;
(3)  et 
0
ne sont distingues ni par les triples nombres de Milnor, ni par
l'invariant V
2
, ni par l'invariant de Casson des nuds.
Ce resultat onsiste, omme preedemment, a aluler le groupe abelien
SL
2
(n) des lasses de C
3
-equivalene des string-links de nombres d'enlae-
ment nuls, en l'identiant ave un espae de diagrammes.
Enn, on etudie le lien entre les as d'etude (B) et (C) ; en d'autres
termes, on s'interesse aux relations entre la Y -ltration et la C-ltration
(dans le adre des string-links). On obtient le resultat suivant
Theoreme 5. Le groupe abelien SL
2







(n) des string-links dans des boules d'homologie
d'invariant de Rohlin nul. De plus, les redutions modulo 2 des invariants
V
2
et de Sato-Levine onident via ette surjetion.
||||||||||||{
Cette these s'organise de la faon suivante. La premiere partie est onsa-
ree a la theorie des laspers de Goussarov et Habiro, rappelee ii de faon
uniee dans le souis de rendre e texte le plus `auto-ontenu' possible.
Dans la seonde partie, nous introduisons les objets de notre etude. Les y-
lindres d'homologie et les string-links sont presentes, puis nous exposons en
detail les resultats obtenus.
La troisieme partie est dediee au as d'etude (A). Nous demontrons don le
theoreme 1 apres avoir deni les extensions des homomorphismes de Johnson
et de Birman-Craggs. De plus, on araterise la relation de Y
2
-equivalene
pour les ylindres d'homologie sur une surfae quelonque.
Le as d'etude (B) est aborde de faon similaire dans la quatrieme partie :
on y etudie les invariants d'entrelas lassiques ites plus haut, pour en-
suite arateriser la relation de Y
2
-equivalene pour les string-links frames
des boules d'homologie et prouver le theoreme 2. On demontre ensuite le
theoreme 3 qui relie es deux premiers as d'etude.
Enn, la inquieme partie onerne le as d'etude (C). On s'interesse don
dans la setion 5.1 aux invariants de Vassiliev des string-links. En partiu-
lier, l'invariant V
2
evoque plus haut y est deni et etudie (ertains aluls un




-equivalene, puis le theoreme 4. La n de la inquieme partie traite
des onnetions entre les as d'etudes (B) et (C) ; en partiulier, le theoreme
5 est etabli.
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1 Introdution a la theorie des laspers de Goussarov-
Habiro
Il existe enore peu de referenes sur ette theorie. Les deux prinipales
sont les papiers fondateurs de K. Habiro ([H℄) et de S. Garoufalidis, M.
Goussarov et M. Polyak ([GGP℄). On trouve aussi une bonne introdution
dans le livre de T. Ohtsuki [O2, Appendie E℄.
Conventions 1.1. Toutes les varietes onsiderees seront supposees ompates
et orientees, sauf s'il est fait mention expliite du ontraire.
1.1 Qu'est-e qu'un lasper ?
Soit (M;) un entrelas (eventuellement a bord ou vide) dans une 3-
variete M .
1.1.1 Denitions et onventions
Denition 1.2. Un lasper pour  dansM est le plongement dansM d'une
surfae non neessairement orientee G deomposee en onstituants appeles
o^tes, feuilles, feuilles-disquees, sommets et bo^tes - voir Figure 1 :







). On appelle extremites d'un o^te









d'attahement de la 1-anse). Les o^tes de G intersetent l'ensemble
des autres onstituants au niveau de leurs extremites.







), dont une des omposantes de
bord ontient l'extremite d'un o^te.





), dont le bord ontient
l'extremite d'un o^te.
{ Un sommet est une 0-anse dont le bord ontient l'extremite de trois
o^tes (ave eventuellement un o^te dont les deux extremites sont at-
tahees au me^me sommet).
{ Une bo^te est une 0-anse dont le bord ontient l'extremite de trois
o^tes, deux d'entre elles (les entrees) etant distingues de la troisieme
(la sortie).
 n'intersete pas G, sauf eventuellement au niveau des feuilles disquees
(qu'il intersete transversalement en un ou plusieurs points).
Remarquons que, par denition, un lasper ontient au moins un o^te.
On distingue en partiulier les laspers omposes de deux feuilles (eventuel-
lement disquees) reliees par un o^te : e sont les laspers basiques - voir la
gure 2.
Ainsi, un lasper G est par denition le plongement d'une surfae dans
une 3-variete. Pour dessiner un lasper dans S
3
ou dans un orps en anses H
g
de genre g (en general, un voisinage regulier de ette surfae), on utilisera
























Fig. 1 { Les dierents onstituants d'un lasper, et leur representation
shematique.




du plongement de 












Notons qu'un s sur un o^te indique la presene d'un demi-twist a droite.
On distingue, outre les laspers basiques, ertains types partiuliers de
laspers.
Denition 1.3. On appelle graphe de laspers un lasper qui ne ontient
pas de bo^tes.
De plus, on appelle arbre de laspers, ou arbre, un graphe de laspers onnexe
dont la sous-surfae formee par l'union de ses o^tes et de ses sommets est
simplement onnexe. Une union disjointe de plusieurs arbres est appelee une
fore^t de laspers.
Denition 1.4. Soit G un graphe de laspers pour un entrelas  (eventuel-
lement vide) dans une 3-varieteM .G est dit aeptable si haque omposante
onnexe de G possede au moins un sommet, et n'a pas de feuille disquee.
De tels graphes de laspers sont dits allowable dans [H℄ et sont appeles
lovers dans [GGP℄.
Denition 1.5. Soit G un graphe de laspers pour un entrelas  6= ; dans
une 3-variete M . G est dit strit si toutes ses feuilles sont disquees, et si
haque omposante onnexe de G possede au moins une feuille disquees.
Il est de plus dit simple si ses feuilles disquees intersetent  en un seul
point.
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1.1.2 Chirurgie le long d'un lasper
Soit B un lasper basique, et B
0
le lasper basique obtenu en remplaant





dans M : N(B
0
) \  = ;. On peut assoier un entrelas en








Fig. 2 { Un lasper basique dans son voisinage regulier, et l'entrelas a deux
omposantes assoie.
De me^me, on assoie a tout lasper G un entrelas en bandes :
{ Dans un premier temps, on onsidere le lasper G
0
obtenu en rem-
plaant les eventuelles feuilles disquees par des feuilles. Son voisinage
regulier N(G
0
) verie don N(G
0
) \  = ;.




) en une union disjointe de laspers











Fig. 3 { Cassure d'un lasper en une union de laspers basiques
{ Enn, on remplae haun de es laspers basiques par l'entrelas a
deux omposantes assoie. Le resultat est un entrelas a 2E ompo-
santes, ou E designe le nombre de o^tes de G, note L
G
.
Ainsi, tout lasper G pour un entrelas  dans une 3-variete M ontient une
instrution de hirurgie : on denit la hirurgie le long du lasper G omme
la hirurgie le long de l'entrelas assoie L
G





















est l'entrelas de M
G





Le lemme suivant montre l'eet de hirurgie d'un lasper basique possedant
une feuille disquee :
1
On utilise la onvention d'epaississement du tableau.
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Lemme 1.6 (Lemme fondamental des laspers). [H, Prop. 2.2℄
a) Soit B un lasper basique pour  dans M possedant une feuille et une
feuille disquee. Alors, il existe un dieomorphisme entre N(B) et N(B)
B
xant le bord point par point et qui s'etend (par l'identite) a un dieomor-
phisme ' :M !M
B
.
b) Si de plus on suppose qu'une famille X d'objets 1-dimensionnels ou en
bandes (omposantes de , lasper...) intersete transversalement la feuille




)  M est omme represente dans la partie
droite de la gure 4.
-1ϕ ( )XX
B
Fig. 4 { .
Idee de la preuve : Le lemme se montre par du alul de Kirby : il apparait






est un meridien 0-frame de L
2
produit une 3-variete dieomorphe
a M . Le point b) se prouve en faisant glisser les brins de X un a un le long
de la omposante de L
B
qui ne les enlae pas.
Proposition 1.7. [H, Prop. 3.3℄ ; [GGP, Lem. 2℄
Soit G un lasper pour  dans M tel que haque omposante onnexe de G
ontient au moins une feuille disquee. On note N le voisinage regulier de





qui xe le bord point par











Idee de la preuve : Elle se fait par reurene sur le nombre de sommets :
si G n'a pas de sommet, on applique le lemme fondamental 1.6. Si G a
p > 1 sommets, on onsidere le sommet adjaent a la feuille disquee, que
l'on `asse' omme dans la gure 3 en trois feuilles formant un borromeen : le
lasper obtenu a le me^me eet de hirurgie que G. De plus, on peut d'apres
le lemme 1.6 eliminer le lasper basique ontenant notre feuille disquee :
haune des omposantes restantes a une feuille disquee (disjointe de )
issue du borromeen, et on peut leur appliquer l'hypothese de reurene.
Remarque 1.8. D'apres la proposition 1.7, la hirurgie le long d'un graphe
de lasper strit G pour  dansM produit une 3-variete M
G
dieomorphe a
M . On notera enore 
G
, et on appellera entrelas obtenu de  par hirurgie







1.1.3 Calul de laspers
Denition 1.9. Soit G (respetivement G
0
) un lasper pour  dans M . Les
laspers G et G
0
sont dits equivalents, note G  G
0
, s'ils ont des resultats
de hirurgie equivalents, 'est-a-dire :
{ si G et G
0







(relativement au bord) dans M .








un dieomorphisme (preservant l'orientation) qui est l'identite sur le
bord.
Proposition 1.10 (Les 12 mouvements d'Habiro). [H, Prop. 2.7℄
Les mouvements 1 a 12 presentes dans la gure 5 sont des equivalenes de
lasper dans des orps en anses.
Dans la gure, X designe une famille d'objets 1-dimensionnels ou en bandes
(entrelas, feuille ou o^te de lasper...). Bien que la gure ne represente que
des laspers ave feuilles, on peut egalement eetuer es mouvements ave
des feuilles disquees (dont on n'a represente que la partie utile).
Idee de la preuve : Le mouvement 1 est l'appliation du lemme fondamental
1.6. Les autres mouvements se demontrent suessivement par appliations
des mouvements preedents et isotopies de laspers.
Proposition 1.11 (Glissement de feuille). [GGP, Thm. 3.1℄
Le mouvement represente dans la gure 6, qui onsiste a glisser une feuille le
long d'une feuille adjaente (au sens ou elle est inidente au me^me sommet)
au prix d'un twist positif, est une equivalene de lasper.
Idee de la preuve : Appliation des mouvements 2, puis 10 d'Habiro, suivie
d'une isotopie du type `glissement d'anses'.
Poussement de bo^tes. Les laspers qui nous interessent sont les gra-
phes, 'est-a-dire eux qui ne possedent pas de bo^tes, es dernieres ne ser-
vant que d'outils lors des aluls. Nous allons don voir la proedure de
poussement de bo^tes, ou zip-onstrution dans [H℄, qui nous permet, a l'is-
sue des aluls, de nous debarasser des bo^tes.
Etant donne un lasper G pour  dans M , on appelle sous-arbre de G toute
sous-surfae formant un arbre auquel on aurait enleve des feuilles. Les o^tes
que l'on a ainsi oupes sont les branhes.
On distingue pour G les sous-arbres sortie, dont l'unique branhe est la sor-
tie d'une bo^te de G , et les sous-arbres entree, dont haque branhe est une
entree d'une bo^te.
Denition 1.12. On dit que le lasper G est zippe s'il possede un sous-
arbre entree I ave au plus une branhe inidente par bo^te de G, haque
bo^te inidente a I possedant aussi un sous-arbre sortie.
Le omplementaire G n I est une sous-surfae de G qui possede des bo^tes

























































Fig. 6 { Glissement d'une feuille sur une feuille adjaente.
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o^te, en onnetant les deux o^tes inidents (entree et sortie), on obtient un
lasper note G	 I.
Lemme 1.13 (Poussement de bo^tes). [H, x3.3℄
Soit G un lasper pour  dans M tel que G possede un sous-arbre entree




les sous-arbres sortie assoies a I, et k
i
(i = 1; :::; n) leur nombre de sommets. Alors, G est equivalent a P [Q dans
un voisinage regulier N , ou P et Q sont des laspers pour , disjoints dans
N , tels que :
{ P  G	 I dans N .





Exemple 1.14. Un exemple est donne dans la gure 7. On a bien P  G	I




























































































Fig. 7 { Un exemple de poussement de bo^tes.
1.2 Relations d'equivalene hirurgiale issues des laspers
K. Habiro denit dans [H℄ deux relations d'equivalene pour les entrelas
et les varietes en termes de hirurgie le long de graphes de laspers. La
18
premiere est dediee a l'etude des entrelas d'une 3-variete xee (voir aussi




-equivalene pour les entrelas
Soit M une 3-variete xee, et  un entrelas de M (eventuellement a
bord, le bord de  etant alors proprement plonge dans le bord de M).
Denition 1.15. Soit T un arbre strit pour  : le C-degre d'un tel arbre
est egal au nombre de sommets plus 1, et le C-degre d'une fore^t strite pour
 est le minimum des C-degres de ses omposantes onnexes.
Denition 1.16. Pour k  1, on appelle C
k
-mouvement sur  un mouve-









-equivalene la relation d'equivalene sur l'ensemble des en-
trelas de M engendree par les C
k
-mouvements et les isotopies.
Remarque 1.17. Les C
k
-mouvements, ainsi que la relation d'equivalene
qu'ils engendrent, sont relies a un ertain nombre de notions apparaissant
dans la litterature. On distinguera, entre autres, les notions de modiations
interdependantes [G3℄ et de k-variations [G2℄ de M. Goussarov, les grope-
obordismes de lasse k de J. Conant et P. Teihner [CT℄, ou enore la
LCS
n
-equivalene de T. Stanford [St℄.
La proposition suivante, issue des propositions 3.7, 3.22, 3.23 et 3.17 de
[H℄ (auxquelles est renvoye le leteur pour une preuve), enone les proprietes
de ette relation de C
k
-equivalene.
Proposition 1.18. 1. Pour 0  k  l, un C
l
-mouvement peut e^tre
realise par un C
k
-mouvement : la C
l




2. Une suite de C
k








Exemple 1.19. [H, p. 56-57℄
{ Les C
1
-mouvements simples, qui engendrent la relation de C
1
-equiva-





-equivalene onide ave la relation d'homoto-
pie.
2
Ii, et frequemment par la suite, on oublie les hahures lorsque l'on represente les
feuilles disquees.
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Fig. 8 { Un C
1
-mouvement simple.
{ La relation de C
2
-equivalene est de me^me engendree par les C
2
-
mouvements simples : un tel mouvement onsiste en une somme onnexe
ave un entrelas borromeen - voir Figure 9.
{ En general, un C
k
-mouvement simple est la somme onnexe ave un
Bing-double itere [C1℄ de l'entrelas de Hopf ave k + 1 omposantes.
La gure 9 illustre le as k = 3.
;
Fig. 9 { Un C
2
-mouvement simple et un C
3
-mouvement simple.
Remarque 1.20. [H, p. 57℄
H. Murakami et Y. Nakanishi denissent dans [MN℄ une operation sur les
entrelas, le -mouvement, representee dans la gure 10. Ils montrent que
'est une operation de denouage sur les nuds, i.e. tout nud est ramene
au nud trivial par une suite nie de -mouvements.
Fig. 10 { Un -mouvement.
Comme le montrent les auteurs ([MN, Fig. 2.2℄, reproduite i-dessous), un





-equivalene pour les 3-varietes ave entrelas
Soit  un entrelas (eventuellement vide) dans une 3-variete M .
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Denition 1.21. Soit G un graphe onnexe aeptable dans M , disjoint
de  : le Y -degre de G est egal au nombre de sommets (qui est superieur
ou egal a 1), et le Y -degre d'un graphe aeptable quelonque de M est le
minimum des Y -degres de ses omposantes onnexes.
Denition 1.22. Pour k  1, on appelle Y
k
-mouvement sur (M;) un
mouvement de hirurgie sur (M;) le long d'un graphe onnexe aeptable









-equivalene la relation d'equivalene sur les 3-varietes ave en-
trelas engendree par les Y
k
-mouvements et les dieomorphismes preservant
l'orientation.
Par analogie ave la proposition 1.18, on a le resultat suivant.
Proposition 1.23. 1. Pour 0  k  l, un Y
l
-mouvement peut e^tre
realise par un Y
k
-mouvement : la Y
l




2. Une suite de Y
k








Le dernier point est juste du^ au fait que, par le mouvement 2 d'Habiro, tout
graphe onnexe est equivalent a un arbre.
Exemple 1.24. Un arbre de lasper aeptable de Y -degre 1 est appele





-equivalene) est aussi appele une Y -hirurgie (resp. Y -equivalen-
e), ou enore hirurgie borromeenne par S. Matveev dans [Mt℄. Il est etabli
par e dernier [Mt, Thm. 2℄ que deux 3-varietes fermees orientees sont Y -
equivalentes si et seulement si elles ont les me^me premiers nombres de Betti
et des formes d'enlaement T 
 T ! Q=Z isomorphes, ou T designe le
sous-groupe de torsion du premier groupe d'homologie de la variete.
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1.3 Invariants de type ni et laspers
1.3.1 Invariants de Vassiliev et laspers
Comme l'explique K. Habiro dans [H, x6.2℄, la theorie de Vassiliev (aussi
appelee theorie de Vassiliev-Goussarov) peut se reformuler en termes de




un entrelas xe dans une 3-variete M . On note L(M;
0
) l'en-





) le groupe abelien librement engendre par les elements de
L(M;
0
). Un entrelas singulier de M est une immersion de opies de S
1
dans M dont les singularites sont des points doubles (transverses). Un tel
entrelas peut e^tre vu omme un element de ZL(M;
0
) en eliminant les
singularites par :
 =! ";




) le groupe abelien librement engendre
par les entrelas singuliers de M ave k points singuliers, homotopes a 
0
(lorsque M et 
0

























appelee ltration de Vassiliev.
Denition 1.25. Soit A un groupe abelien, et k  0 un entier. Un invariants




A est un invariant de Vassiliev de degre k
si son extension a ZL(M;
0

















Le as des string-links est traite de faon plus approfondie dans x5.1.







Soit l  0 un entier.
Denition 1.26. Un shema de variation de dimension l pour  est une
fore^t de laspers strits G = G
1
[ ::: [ G
l
pour  (les G
i
etant supposes
onnexes). Il est dit simple si les omposantes G
i
de G sont simples. Le
degre d'un shema de variation, appele S-degre, est la somme des C-degres







Pour  2 L(
0




























Par l'exemple 1.19, hoisir un  homotope a 
0














ou la somme est prise sur toutes les sous-parties G
0
de G, ave jG
0
j le nombre
de omposantes onnexes de G
0
.





) le sous-groupe abelien de ZL(
0
) engendre
par les elements [;G℄, ou  2 L(
0
) et ou G est un shema de variation de
















) =< [;G℄ ;  2 L(
0
) , S-deg(G) = k et jGj = l > :





) =< [;G℄ ;  2 L(
0
) , S-deg(G) = k > :















































On observe ([H, Prop. 6.7℄)) que la ltration de ZL(
0





) onide ave la tration de Vassiliev denie plus haut :









La preuve de ette egalite repose sur l'observation suivante :
 =! " = [!; B℄;
ou B est un shema de variation de degre 1 pour! onstitue d'un lasper
basique dont haque feuille enlae un des deux brins de ! - voir gure
i-dessous.
-=
Comme orollaire, on a alors le resultat suivant.
Theoreme 1.27. [H, Cor. 6.8℄
Pour k  1, si deux entrelas d'une 3-variete M sont C
k+1
-equivalents alors
ils ne sont pas distingues par les invariants de Vassiliev de degre  k.
Remarque 1.28. K. Habiro montre que la reiproque est vraie pour les
nuds orientes de S
3
[H, Thm. 6.18℄ (une preuve de ette reiproque a
ete egalement donnee par L. Funar [Fu℄). Il est onjeture par K. Habiro
([H, Conj. 6.13℄, voir aussi [G1, Thm. 4℄) qu'il en est de me^me pour les
string-links (Def. 2.10) : une reponse partielle a ette onjeture est donnee
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par M. Goussarov [G2, Thm. 10.4℄, et est fondee sur la notion d'invariant
partiellement deni.
5
1.3.2 Theorie d'invariants de type ni de Goussarov-Habiro pour
les 3-varietes
Cette theorie d'invariants de type ni est l'objet prinipal de [GGP℄ ;
elle est aussi evoquee par K. Habiro ([H, x8.4.2℄) - voir aussi [Ha1, x5℄. Bien
qu'elle se denisse aussi bien pour les 3-varietes ave entrelas que pour les
3-varietes, nous nous restreignons dans ette setion a es dernieres.
Soit M
0
une 3-variete, et M
0





. Soit M 2M
0
et l  0 un entier.
Denition 1.29. Un shema de variation de dimension l aeptable pour




de M , les G
i
etant
supposes onnexes. Le degre d'un shema de variation aeptable de M ,







Pour des entiers k  l  0, on denit les sous-groupes abeliens de ZM
0









) = < [M;G℄ ; M 2M
0





) = < [M;G℄ ; M 2M
0
, A-deg(G) = k > :















j le nombre de omposantes onnexes de G
0





duisent don une ltration desendante de ZM
0


















Denition 1.30. Soit A un groupe abelien, et k  0 un entier. Un inva-












Le groupe des invariants de type ni de degre k a valeurs dans A est don







Le resultat suivant suit des denitions introduites i-dessus.
5
Soit  une lasse de C
k
-equivalene des string-links a n ordes. Soit F
k+1
[℄, le sous-
groupe de Z (le Z-module libre sur ) engendre par les elements [; G℄, ou G est un
shema de variation de dimension k tel que, pour tout G
0







un groupe abelien. Un invariant des string-links f : 
-
A est un invariant de type k




Cette ltration est appelee ltration F
Y
n
dans [GGP℄, et A-ltration dans [H℄.
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Theoreme 1.31. [H, x8.4.2℄




-equivalents alors elles ne
sont pas distinguees par les invariants de type ni (au sens de Goussarov-
Habiro) de degre  k.
Remarque 1.32. La reiproque est vraie pour les spheres d'homologie en-
tiere ([H, x8.4.2℄). M. Goussarov aÆrme ([G1, Thm. 3℄) qu'il en est de me^me
pour les ylindres d'homologie (voir x2.1.1) : omme pour le theoreme 1.27,
une preuve partielle peut-e^tre donnee gra^e a la notion d'invariant partiel-
lement deni (f Remarque 1.28).
1.4 Lemmes tehniques sur les arbres de lasper
1.4.1 Lemmes sur les arbres strits





















roisement entre un o^te de T
1
et un o^te de T
2





















Demonstration. Dans une petite boule, on peut voir e hangement de roi-

















est equivalent au lasper ave deux bo^tes
represente dans la gure 11, et en prenant omme sous-arbre entree I le sous-
arbre (a deux sommets) portant les deux demi-twist, on peut pousser es
























sommets. Le resultat suit.
Lemme 1.34 (Glissement de o^te). [H, Prop. 4.5℄
Soit T un arbre de lasper strit pour  dans M de C-degre k. Soit T
0
l'arbre











Demonstration. D'apres le mouvement 1 d'Habiro, T
0
est equivalent a l'union
de T et d'un lasper basique dont une feuille enlae le o^te de T , son autre
feuille etant une opie d'un meridien de . En appliquant le mouvement
12 d'Habiro, on obtient que T
0
est equivalent au lasper ave deux bo^tes









Par l'appliation du lemme 1.13 de poussement de bo^tes (en prenant pour
sous-arbre entree I le sous-arbre a un sommet inident a K), on a : T
0
est
equivalent a l'union disjointe P [ Q, ave P  T
0
	 I = T et Q un arbre






















Remarque 1.35. Comme note par K. Habiro (preuve de [H, Thm. 4.3℄),
une onsequene du Lemme 1.34 est la suivante :
Soit T un arbre de lasper strit pour  dans M de C-degre k. Soit T
0
l'arbre obtenu de T en hangeant un roisement entre deux o^tes de T , ou









































































Demonstration. Comme on l'a fait remarquer preedemment, on peut libre-
ment hanger les feuilles disquees par des feuilles pour eetuer les aluls :
on onsidere don la feuille assoiee a f
1
. Par isotopie de ette feuille, puis
appliation des mouvements 7 et 12 d'Habiro (en notant que l'insertion d'un
demi-twist sur un o^te est neessaire pour l'appliation de e dernier), on
26






ave deux bo^tes, et dans lequel on



































deoule don de l'appliation du lemme 1.13 a e lasper.
Notons que l'on ne dipose pas d'un resultat analogue pour deux feuilles
disquees d'un me^me arbre strit.
1.4.2 Lemmes sur les arbres aeptables
Les deux premiers lemmes sont les equivalents pour les arbres aeptables
des lemmes 1.34 et 1.33, et se prouvent de maniere identique.
Lemme 1.37 (Glissement de o^te). [GGP, Cor. 4.2℄
Soit T un arbre de lasper pour  dans M de Y-degre k, et K un nud en
bandes dans M disjoint de  et de T . Soit T
0
l'arbre obtenu en faisant la






























en hangeant un roisement entre un o^te
de T
1























Le lemme suivant est lair d'apres la preuve du lemme 1.36 :



















en hangeant un roisement
entre une feuille de T
1




























deux arbres aeptables pour  disjoints dans M
27















hangeant un roisement entre une feuille de T
1






















Demonstration. Dans une petite boule, on peut voir e hangement de roi-










est equivalent au lasper ave
deux bo^tes represente dans la gure 14. Le resultat suit de l'appliation du
lemmme 1.13 (en prenant omme sous-arbre entree I le sous-arbre a zero
















En suivant exatement les me^mes idees, on prouve le resultat suivant,
onernant un hangement de roisement entre deux feuilles d'un me^me
arbre :
Lemme 1.41. (Changement de roisement feuille-feuille sur un
arbre). Soit T un arbre aeptable pour  dans M de Y-degre k  2. Soit
T
0
























Lemme 1.42 (Sindement de feuille). [GGP, Cor. 4.3℄
Soit T un arbre de lasper aeptable pour  dans M de Y-degre k, et f




deux feuilles obtenues en sindant f le long





les arbres de Y -degre k obtenus de T en remplaant f
par f
i












Demonstration. En appliquant le mouvement 7 d'Habiro a la feuille f , on




. Puis, on ap-
plique le lemme 1.13 pour pousser ette bo^te en prenant, disons, la feuille
f
2
et son o^te inident dans le ro^le du sous-arbre entree I : T  P [ Q,
ave P  T 	 I = T
1




















proedure de poussement de bo^tes donne dans e as : Q = T
2




dans un voisinage de T
2
par des bo^tes ave de petites feuilles
triviales enlaant les o^tes de T
2
, omme dans la gure 16.
Au niveau de haque telle bo^te, on peut alors appliquer le lemme 1.37
pour glisser le o^te de T
2
le long d'un petit meridien de la feuille, e qui




(voir la gure 16) : par
le mouvement 3 d'Habiro, le lasper obtenu est equivalent a T
1















2 Cylindres d'homologie et string-links
Les ylindres d'homologie et les string-links sont d'importants objets de
la theorie d'invariants de type ni de Goussarov-Habiro : ils apparaissent en
eet dans [H℄ et dans [G1℄. Dans ette setion, nous rappelons la denition
de es objets et enonons les prinipaux resultats de ette these.
2.1 Cylindres d'homologie
2.1.1 Denitions et notations
Soit  une surfae ompate, onnexe et orientee de genre g  0, eventuel-
lement a bord. Par la suite, on designera la variete produit   I par 1

,













M sont des plon-
gements orientes d'images 

, tels que :
(i) i

sont des isomorphismes en homologie ;




















Les obordismes d'homologie sont onsideres a dieomorphisme onservant
l'orientation pres, et on note C() l'ensemble des lasses d'equivalene des
obordismes d'homologie sur .








) sont des obordismes d'homolo-
gie, on peut denir leur produit d'empilement par












Ce produit munit C() d'une struture de monode. L'element unite est
1





), ou I designe l'intervalle unite [0; 1℄ et ou Id
"
(" =
0; 1) est la omposee de Id  f"g ave un ollier de  f"g tire le long de
 I, de telle sorte que la seonde ondition de la denition 2.1 soit bien
remplie.




) 2 C(), l'appliation
i

induit un isomorphisme au niveau de haque quotient nilpotent (par le
























de sa serie entrale desendante, initialisee en 
1
















induit don un automorphisme de =
k
: on note C()[k℄ le sous-monode




















tite, on dit que M est un ylindre d'homologie.
On note HC() := C()[1℄ le sous-monode des ylindres d'homologie sur .
2.1.2 Y
k
-equivalene pour les ylindres d'homologie






()      C
k
()    
ou C
k





. La proposition suivante est demontree dans x2.3.2, a
la n de e hapitre.
Proposition 2.3. 1. Pour  une surfae ompate orientee de genre g 




2. Pour  une surfae ompate orientee de genre 0 ave n  2 ompo-
santes de bord, alors
HC() = C() , et C
1
() = C()[2℄:







Proposition 2.4. Soit  une surfae ompate, onnexe, orientee quel-
onque. Alors, pour tout k  1, C
k
() est un groupe abelien.
Une preuve est donnee dans x2.3.3. On montre de me^me que, pour tout





Pour k  2, K. Habiro donne une borne superieure ombinatoire pour le
groupe abelien C
k
(). Plus preisement, il denit le groupe abelien A
k
(H)
(niment) engendre par les diagrammes unitrivalents de degre interne k,
ave une orientation ylique en haque sommet trivalent et dont les som-
mets univalents sont olories par des elements de H et sont totallement
ordonnes. Ces graphes sont onsideres modulo les relations AS, IHX et Mul-
tilinearite habituelles, et a une ertaine relation \STU-like" pres onernant
l'ordre des sommets univalents. Dans le as los, ertaines relations de type












Ce monode est noteM
h
g;1











G est un lasper de la variete 1

de graphe abstrait assoie G, dont les feuilles sont empilees a partir de la
surfae du haut  1 suivant l'ordre total, framees le long de ette surfae
et plongees suivant l'etiquette du sommet univalent orrespondant.
Le fait que es appliations sont bien denies provient de aluls de laspers.
Dans le as k = 1, K. Habiro ne denit pas d'espae de diagrammes mais























































Ce fait a ete utilise par la suite dans [Lev1℄.
Le but de ette setion est d'etablir es isomorphismes, de faon diagram-









et e quelle que soit la surfae . L'espae de diagrammes A
1
(P ) et l'appli-
ation  s'averent e^tre substantiellement dierents des A
k
(H) et  
k
pour
k > 1, rendant le as k = 1 exeptionnel. En eet, leur denition fait inter-
venir le groupe d'homologie H et Spin (), l'ensemble des strutures spin
sur . Rappelons que l'on peut voir l'ensemble Spin() omme























)-espae aÆne, d'ation donnee par




); x   :=  + p

(x):




, on distingue les appliations
aÆnes, et plus generalement les polyno^mes Booleens, qui sont des sommes
de produits d'appliations aÆnes (voir [J4, x2℄). Ces polyno^mes forment une
Z
2









On rappelle que l'algebre exterieure (H) est l'algebre quotient de l'algebre tensorielle
T (H) par l'ideal bilatere engendre par les elements x




est l'espae des fontions aÆnes sur Spin() ; la fontion




envoyant tout  sur 1 et, pour h 2 H, la
fontion h envoyant haque  sur < ;
~






) est le releve anonique de h, deni par Johnson dans [J1,
x3℄. Plus preisement, si h est represente par une ourbe fermee simple 
de , on note ~ son releve dans U obtenu en framant  par le hamp de
veteurs tangent a la ourbe. On note z la lasse de la bre, 'est-a-dire
l'image par i











h est la lasse d'homologie de ~+ z:








































)  1 2 B
(1)
: (2)





































-equivalene pour les ylindres sur une surfae ave au
plus une omposante de bord
Dans ette setion, on araterise la Y
2
-equivalene pour les ylindres





fait l'objet d'une publiation, [MM℄, qui est un travail ommun ave G.
Massuyeau.
Le groupe de Torelli abelianise. K. Habiro souligne dans [H, x8.5℄
le fait que les ylindres d'homologie peuvent servir de puissant outil pour
l'etude du mapping lass group d'une surfae (voir [GL℄, [Ha1℄, [Lev1℄). La





envoyant haque h du groupe de Torelli de  sur le mapping ylindre C
h
=
(  I; Id
0
; h) (ou, omme preedemment, un ollier de 

est tire le long
de  I).
























Rappellons de [J2℄ que les homomorphismes de Birman-Craggs peuvent
e^tre rassembles dans un unique homomorphisme (suivant que l'on onsidere



















ou  2 B
(2)
g










onnue sous le nom d'invariant de Arf. Rappelons aussi de [J3℄ que le premier


















































































(e qui est bien deni par (2) et (3)). On note S le
sous-groupe de e pullbak orrespondant a !^H  
3







Johnson a montre dans [J4℄ que, sous l'hypothese g  3, les homomorphismes

1









































Remarque 2.5. Notons que, par (3), les espaes buts de es appliations
























Enone des resultats. Dans x3.1, on va onstruire l'espae de diagrammes
A
1







la setion preedente. Les strutures spin jouent un ro^le important dans es
34
denitions. Ensuite, on donnera dans x3.1.4 un isomorphisme de groupes

















() etant un groupe abelien, la onstrution du mapping








Comme l'ont signale S. Garoufalidis et J. Levine dans [GL℄ et [Lev1℄, les
homomorphismes de Johnson et de Birman-Craggs se fatorisent par l'ap-
pliation mapping ylindre C : T ()
-
HC(). Ces extensions seront
detaillees dans x3.2.1 et x3.2.2.
Les deux theoremes suivants seront prouves dans x3.2.3.













































ommute et toutes ses ehes sont des isomorphismes, exeptees les deux




lorsque g < 3.

















































ommute et toutes ses ehes sont des isomorphismes, exeptees les deux




lorsque g < 3.
Notons que les theoremes 2.6 et 2.7 et la remarque 2.5 donnent les isomor-
phismes d'Habiro (1), non anoniques.
On deduit aisement de e qui preede le orollaire suivant, qui araterise
les invariants de type ni (au sens Goussarov-Habiro) de degre 1 pour les









, soient M et M
0
deux ylindres
d'homologie sur . Alors, les assertions suivantes sont equivalentes :






(2) M et M
0
ne sont pas distingues par les invariants de Goussarov-Habiro
de degre 1 ;
(3) M and M
0
ne sont pas distingues par le premier homomorphisme de
Johnson, ni par les homomorphismes de Birman-Craggs.






, il y a une appliation










), a travers laquelle les dia-
grammes ommutatifs des theoremes 2.6 et 2.7 sont ompatibles. Voir x3.2.3
pour un ennone preis.
2.1.4 Y
2
-equivalene pour les ylindres sur une surfae ave plus
d'une omposante de bord
Le theoreme 2.6 pour les ylindres d'homologie sur une surfae de genre
g  0 ave une omposante de bord peut en partie se generaliser au as
d'une surfae 
g;n
de genre g  0 a n  1 omposante(s) de bord.
















eux intervenant dans les theoremes preedents. Le theoreme suivant aÆrme
que ette appliation de hirurgie est un isomorphisme.













est un isomorphisme de groupes abeliens.





et de  , sont donnes dans x3.3.
2.2 String-links
2.2.1 Denitions et notations





xes a l'interieur de . Soit M une 3-variete a bord, ompate et orientee,
dont le bord s'identie a (  I) (un obordisme d'homologie sur , par
exemple).
Denition 2.10. On appelle string-link a n ordes dans M , aussi appele










de n opies disjointes I
i






; 0) a (x
i







Notons que haque orde d'un string-link est munie d'une orientation in-
duite par l'orientation naturelle de l'intervalle unite I.
Un string-link frame a n ordes dans M est un string-link  equipe d'une
lasse d'isotopie de setions non singulieres de son bre normal dont la res-











de n opies disjointes de l'intervalle unite epaissi (" > 0) tel que, pour tout
i, l'image de I
i
 f0g va de (x
i
; 0) a (x
i
; 1).
Soient M et M
0
deux varietes a bord telles que M = M
0
= ( I) ;





empilant  sur 
0
dans le produitM M
0
, realise en identiant f1g  M
ave  f0g  M
0
.
 etant xee, e produit munit l'ensemble des string-links frames a n ordes







 I) dans  I.
Par la suite, on se restreint au as  = D
2
.
On se ramene don au as d'etude (B) annone dans l'introdution. On note
SL
hb
(n) le monode des (lasses de dieomorphisme par rapport au bord
des) string-links frames a n ordes des boules d'homologie (dont le bord
s'identie a (D
2





Si de plus on hoisit de se restreindre au as des string-links dans D
2
 I,
et que l'on ne tient plus onpte du framing,
9
on est dans le as d'etude (C),
'est-a-dire le as des string-links lassiques. On note SL(n) le monode des



































). On utilisera frequemment la notation 1
D
2
pour designer le produit D
2
 I.




M := M [ (D
2
 I) la





 fg  M aux D
2
 f(1   )g  (D
2
 I) ( = 0; 1) et en
identiant les D
2
 I. Au niveau des string-links, ette operation envoie 




D'apres la denition 2.10, l'oubli du framing sur un string-link ~ onsiste juste a













retrouve la notion lassique de fermeture d'un string-link (voir [HL, x2℄).





les inlusions de D
2
n
respetivement dans les bords inferieurs et superieurs
du omplementaire M

























)fg,  = 0; 1. Par le theoreme de Stallings ([S℄), es inlu-
sions induisent des isomorphismes au niveau de haque quotient nilpotent














































serie entrale desendante. Ainsi, tout element de SL
hb
(n) induit un auto-
morphisme de F=F
k+1































), le sous-groupe des
automorphismes de F=F
k+1
envoyant haque generateur x
i
de F sur un
onjugue de x
i











le sous-monode des string-links induisant l'identite sur F=F
k+1
. Notons




(n)[1℄, et que (M;) 2 SL
hb
(n)[2℄ si et
seulement si tous ses nombres d'enlaements et framings sont nuls.
Remarque 2.13. Pour (M;) 2 SL
hb






























dont un inverse est donne par l'attahement de n 2-anses le long des ompo-
santes de bord de M

assoiees aux n trous de D
2
n
: les a^mes de es 2-anses
D
2
 I fournissent les n ordes du string-link (et le framing sur le disque
D
2












)[k℄ est deni dans x2.1.1. En eet, (M;) 2 SL
hb



















) induit l'identite au niveau de F=F
k+1
: 'est




Cette remarque est a omparer ave [Ha1, Thm.2.1℄.
2.2.2 Y
k





(n) le sous-monode SL
hb

















Proposition 2.14. Les elements de SL
hb
1
(n) sont les string-links de SL
hb
(n)
dont les longitudes sont nul-homologues, autrement dit les string-links dont







(une preuve est donnee dans x2.3.1).









est un groupe abelien. Cei se demontre de maniere analogue a la proposi-
tion 2.4, par des aluls de laspers standards - voir x2.3.3.
On va ii se onsarer a l'etude du as k = 1, en etablissant pour les
string-links des boules d'homologie un resultat analogue a eux de la setion
preedente.
Rappelons que les triples nombres de Milnor peuvent e^tre rassembles










































la partie de degre k de
B
0;n+1










dont la denition fait intervenir la redution modulo 2 des triples nombres
de Milnor 
3
et de l'invariant de Sato-Levine , ainsi que l'invariant de Arf
et le -invariant de Rohlin. Ces invariants sont denis et etudies dans x4.2.
On a alors le theoreme suivant (prouve dans x4.3), qui araterise la
Y
2




































toutes les appliations etant des isomorphismes.
Ce theoreme sur les string-links frames des boules d'homologie presente
quelques similitudes ave le theoreme 2.6 de araterisation de la Y
2
-equiva-
lene pour les ylindres d'homologie sur une surfae a une omposante de
bord. Cette orrespondane ylindres d'homologie / string-links est etudiee
dans [Ha1℄ : il y est montre que, via une ertaine onstrution reliant es
objets, le premier homomorphisme de Johnson 
1
onide ave les triples
nombres de Milnor 
3
. Le theoreme 2.15 nous permet d'aller plus loin, en
donnant de plus un analogue pour les string-links des homomorphismes de
Birman-Craggs , en termes d'invariants de Milnor, Sato-Levine, Arf et
Rohlin. Cette orrespondane, etudiee dans x4.4, s'enone par le theoreme
suivant.






(2g) qui produit (bien que n'etant pas un homomorphisme de monodes)









tel que le premier homomorphisme de Johnson 
1
et les homorphismes de
Birman-Craggs  orrespondent respetivement aux triples nombres de Mil-
nor 
3
et a l'homomorphisme  du theoreme 2.15.
On deduit par ailleurs du theoreme 2.15 le orollaire suivant, araterisant
les invariants de type ni (au sens Goussarov-Habiro) de degre 1 pour les
string-links frames des boules d'homologie.




) deux string-links frames dans
des boules d'homologie dont les framings et les nombres d'enlaement sont
tous nuls (i.e. des string-links appartenant a SL
hb
1
(n)). Alors les assertions
suivantes sont equivalentes :











) ne sont pas distingues par les invariants de Goussarov-
Habiro de degre 1,




) ne sont distingues ni par les triples nombres de
Milnor, ni par l'invariant de Sato-Levine modulo 2, ni par l'invariant




-equivalene pour les string-links
Nous nous onsarons a present au as (C) des string-links lassiques,





(n) le sous-monode des (lasses d'isotopie par rapport aux






Notons que, puisque par
denition un C
1
-mouvement est juste un hangement de roisement (Ex.
1.19 ; Fig. 8), on a SL
1



















est un groupe abelien (ela se montre omme la proposition 2.4).
Le premier de es groupes abeliens est failement identiable : le theoreme
suivant montre qu'il est isomorphe a un espae de diagrammes onstitues
d'un unique o^te (des segments) dont les extremites sont oloriees par l'en-




g. Par la suite, on designera et ensemble par
(n) .
Theoreme 2.18. Il existe un espae de diagrammes du type segments ,
A
1








(n) tels que '
1
est un isomorphime de groupes abeliens, d'inverse donne par les invariants
de Milnor de longueur 2.
Ce resultat (prouve dans x5.2) araterise la C
2
-equivalene pour les string-
links a n ordes : deux tels string-links sont C
2
-equivalents si et seulement
s'ils ont les me^mes nombres d'enlaement (qui sont des invariants de Vassiliev
de degre 1). Comme orollaire, en onsiderant la fermeture des string-links
et en se basant sur la remarque 1.20, on retrouve le theoreme prinipal de
[MN℄ :
11
Corollaire 2.19. [MN, Thm. 1.1℄






















), 8 1 
i < j  n) si et seulement si K
0
peut e^tre obtenu de K par une suite nie
de -mouvements.











Notons bien que la notation SL
k
(n) fait intervenir la C-ltration sur les string-links, et
est a bien distinguer de la notation SL
hb
k
(n) onernant la Y -ltration sur les string-links
frames des boules d'homologie.
11
Bien qu'utilisant la theorie des laspers, notre preuve semble plus simple que elle de
[MN℄ : les aluls presentes dans x5.2 sont en eet tres elementaires.
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terme de sa serie entrale desendante. i
k
n'est en general pas surjetive.
Le lemme suivant (prouve dans x5.2) aÆrme ependant que, pour k = 1,
SL
1







(n) est un isomorphisme.
On peut maintenant enoner le resultat prinipal de ette setion, a-
raterisant la C
3
-equivalene pour les string-links. On va pour ela intro-
duire dans x5.3.1 un espae A
2
(n) engendre par les diagrammes en forme de
Y dont les sommets sont olories par (n) et munis d'un ordre partiel, sujets
a ertaines relations d'antisymetrie. Cet espae de diagrammes onstitue
une borne superieure pour le groupe abelien SL
2
(n), au sens ou on a une
























H designe la partie en degre 2 de l'algebre symetrique sur le Z-module
H.
12
On note a nouveau 
3
l'ensemble des triples nombres de Milnor, et

2







un ertain invariant de Vassiliev de degre 2 des string-links a deux ompo-
santes, onstruit expliitement dans x5.1 en termes de diagrammes de ordes















H, qui permet d'etablir
le theoreme suivant (demontre dans x5.3.2).






























toutes les appliations etant des isomorphismes.






sont des invariants de Vassiliev de degre 2 et les theoremes 1.27 et 2.21) :
12
Rappelons que l'algebre symetrique S(H) est denie omme le quotient T (H)=I, ou I
est l'ideal de l'algebre tensorielle T (H) engendre par les elements de la forme x
y y
x ;
x; y 2 H.
42
Corollaire 2.22. Soient  et 
0
deux string-links a n ordes dans D
2
I, de
nombres d'enlaement nuls. Alors, les assertions suivantes sont equivalentes :





(2) Les invariants de Vassiliev de degre 2 ne distinguent pas  et 
0
;
(3)  et 
0
ne sont distingues ni par les triples nombres de Milnor, ni par
l'invariant V
2
, ni par l'invariant de Casson des nuds.
Ce resultat apporte, dans le as k = 2, une reponse aÆrmative a la onjeture
6.13 de K. Habiro, rappelee dans la remarque 1.28 (le as k = 2 etant resolu
par le theoreme 2.18).
Le theoreme 2.21 est a omparer ave le theoreme 2.15 de araterisation
de la Y
2
-equivalene sur les string-links frames des boules d'homologie. En
partiulier, es objets presentent une partie ommune, detetee par les triples
nombres de Milnor : e lien entre C-ltration et Y -ltration pour les string-
links est etudie dans x5.4. On montre en partiulier le resultat suivant
Theoreme 2.23. Le groupe abelien SL
2






(n) des string-links dans des boules d'homologie
d'invariant de Rohlin nul. De plus, les redutions modulo 2 des invariants
V
2
et de Sato-Levine onident via ette surjetion.
2.3 Y -equivalene pour les ylindres d'homologie et les string-
links
Nous demontrons ii les propositions 2.14 et 2.3 de araterisation de la
Y -equivalene pour les ylindres d'homologie et les string-links.
2.3.1 Demonstration de la proposition 2.14
Soit (M;) 2 SL
hb














) par hirurgie sur un Y -graphe G (que l'on peut supposer onnexe).
On rappelle que M


























est un plongement oriente du orps en anses de
genre 3 sur un voisinage regulier N(G) de G, et ou h est un ertain element

















































qui est ompatible ave les appliations i
"








Voir [Ma, Lem. 1℄ pour une desription expliite du dieomorphisme h.
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Pour montrer l'autre inlusion, ommenons par remarquer que toute






 I : par [Mt, Thm. A℄,
14
toute boule d'homologie est en eet obtenue de B
3
par hirurgie le long d'un
entrelas bord (i.e. un entrelas dont les omposantes bordent des surfaes
de Seifert deux a deux disjointes) (1)-frame ; or on rappelle le resultat
suivant (voir par exemple [Ha1, Cor. 6.2℄)
Lemme 2.24. Un mouvement de hirurgie sur un entrelas bord (1)-frame
peut e^tre realise par une suite de Y -hirurgies.
Il suÆt don de prouver qu'un string-link  dans D
2
 I dont tous les
framings et nombres d'enlaement sont nuls est Y -equivalent au string-link
trivial. En faisant une serie de sommes onnexes de  ave des opies de
l'entrelas borromeen, on peut de plus supposer que ses triples nombres
de Milnor sont nuls. Or, on sait par l'exemple 1.19 que de telles sommes
onnexes sont realisee par hirurgie le long d'un Y -graphe dont haque feuille
est un meridien d'une ompsante de . Par [Lev2, Thm. D℄ (voir aussi [Ha2,
Cor. 1.2 (ii)℄),  est alors hirurgie-equivalent au string-link trivial :  est
obtenu de 1
n
par une suite de hirurgies le long de nuds triviaux (1)-
frames du omplementaire de , d'enlaement nul ave les ordes de . Un
tel nudK borde une surfae de Seifert dans le omplementaire de , et par






(n) est don prouvee.
Remarque 2.25. Dans le as ou le nombre de ordes n est pair, la propo-
sition 2.14 peut e^tre demontree diretement a partir de la proposition 2.3
(prouvee i-dessous) et [Ha1, Thm.2.1℄. En eet, e theoreme de N. Habeg-
ger etablit une bijetion entre l'ensemble C(
g;1





(2g)[2℄, le monode des string-links frames a 2g ordes dans
des boules d'homologie dont la deuxieme representation d'Artin est triviale.
Cette bijetion, donnee expliitement dans x4.4, envoie un elementM obtenu
de 
g;1





) par hirurgie sur un lasper G
0
(onstruit a partir
de G : voir x4.4). Mais par la proposition 2.3, tout element de C(
g;1
)[1℄ est
Y -equivalent a 
g;1






2.3.2 Demonstration de la proposition 2.3
Rappel de resultats de N. Habegger. Pour demontrer ette propo-
sition 2.3, nous utilisons un resultat de N. Habegger [Ha1℄. Pour ela, on
a besoin de la denition suivante. Soit k  0 un entier, un orps en anses
d'homologie de genre k est une paire (M; i) ou
(i) M est une 3-variete (ompate orientee) dont les groupes d'homologie
entiere sont isomorphes a eux de H
k
, le orps en anses standard de
genre k ;
14
Dans [Mt℄, le theoreme est enone pour les spheres d'homologie.
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M est un plongement oriente d'image M .
On a alors le resultat suivant, araterisant la Y -equivalene pour es objets.



















































) sont Y -equivalents.
Preuve de 2.3(1). Puisque la hirurgie le long de laspers preserve l'ho-
mologie, l'inlusion C
1
()  HC() est laire.
On prouve l'autre inlusion en distinguant le as  = 
g;1
d'une surfae de
genre g  0 a 1 omposante de bord du as  = 
g
d'une surfae lose de
genre g  0.






) en utilisant le resultat de N.
Habegger rappele dans le paragraphe preedent. On note (H
k
; j) le orps en






. On note aussi























la deomposition en anses de 
g;1
assoiee a es ourbes











































 I realise par les g isotopies ehangeant la seonde zone d'attahe-
ment de la anse A
i
 I et la premiere zone d'attahement de la anse B
i
 I.
Soit f le dieomorphisme induit entre  (
g;1











produit don un orps en








via f . Supposons
maintenant que M est un ylindre d'homologie. Prouver que le orps en
anses d'homologie (M; i) est Y -equivalent a (H
2g
; j) impliquera que le y-







Pour ela, soient x

1






; : : : ; y

g




sont \duaux" aux ourbes x
1




; : : : ; y
g











) une fois, mais n'intersete pas les
autres ourbes. Par exemple, on hoisit les premieres zones d'attahement





























 I) est en-
gendre par X
1




; : : : ; Y
g















. Puisque M est un ylindre d'homologie, i (X
k
) et i (Y
k
) sont don











doit e^tre de rang 2g, il est engendre par X
1




; : : : ; Y
g
. Il suit
du theoreme 2.26 que (M; i) est Y -equivalent a (H
2g





















un plongement et soitD  
g
son disque omplementai-


























M peut e^tre etire
en un plongement D I

-
M . Ce dernier nous permet d'attaher une
2-anse D  I a M . Cei nous donne un ylindre d'homologie sur 
g
. On a









On verie failement que j est surjetive. Soit M 2 HC (
g
), on hoisit un
N 2 C (
g;1
) tel que M est le rebouhage de N . Alors, N est un ylindre
d'homologie et est don Y -equivalenta 1

g;1





e qui omplete la preuve du point (1) de la proposition 2.3.
Preuve de 2.3(2). Ce seond point repose esssentiellement sur la re-
marque 2.13, qui met en evidene la relation entre les string-links dans des
boules d'homologie ave les obordismes d'homologie sur un disque a trous.





) sur le disque a n trous, on assoie
en eet un element (B; ) 2 SL
hb
(n) en attahant n 2-anses le long du bord
de M , les n ordes de  etant donnees par les a^mes de es 2-anses. Pour
tout k, l'automorphisme de F=F
k+1














() = 1 : tout obordisme d'homologie sur le disque a
n trous induit don l'identite en homologie. On a don bien HC() = C().
On peut de plus remarquer que M est Y -equivalent a D
2
n
 I si et seule-




), e qui est equivalent par la




() = 1. Par la remarque
2.13, on a don bien : M est Y -equivalent a D
2
n
I si et seulement s'il induit
l'identite sur F=F
3





2.3.3 Demonstration de la proposition 2.4
Nous prouvons a present la proposition 2.4, aÆrmant que C
k
() est un
groupe abelien, 8k  1. Comme on l'a dit, e sont exatement les me^mes














Soit  2 C
k
() une lasse de Y
k+1











de Y -degre k
('est-a-dire que Y -deg(G
i





Dans un premier temps, voyons que l'on peut supposer que n = 1 : On
peut pousser le lasper G
1
dans le bas du ylindre I, 'est-a-dire dans un
ollier de 
 
, et e au prix de hangements de roisement o^te-o^te, feuille-
o^te et feuille-feuille ave les autres omposantes de G. Cei ne hange pas
la lasse de Y
k+1
-equivalene de M : d'apres les lemmes 1.38, 1.39 et 1.40,




Supposons don G onnexe, et onsiderons un o^te e de e lasper. Soit
G
s
le lasper obtenu de G en eetuant un demi-twist positif sur e, et G
0
















est equivalent a l'union (disjointe) de G et
d'un lasper P qui ne diere de G
s
que par des bo^tes ave de petites feuilles
triviales enlaant les o^tes de G (omme dans le gure 16). En glissant, dans
haune de es situations, le o^te de G sur un meridien de la petite feuille















. De plus, G
et G
s
etant deux laspers de Y -degre k, on peut omme preedemment les























Montrons a present que le groupe C
k














: il existe des laspers (que l'on peut supposer onnexes sans






































: la enore, 'est possible au prix de hangements de






















Remarque 2.27. Il onvient de revenir sur un fait intervenant dans ette
demonstration, et qui nous sera d'une ertaine utilite par la suite :
Soit G un lasper aeptable de Y -degre k pour un entrelas  dans une
3-variete M . Soit G
s
un lasper obtenu de G en eetuant un demi-twist








On a un resutat similaire pour les laspers strits.
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3 Y -ltration pour les ylindres d'homologie
3.1 Appliation de hirurgie pour C
1
()
Dans ette setion, on denit l'espae de diagrammes A
1
(P ), l'isomor-
phisme de groupes abeliens  et l'appliation de hirurgie  annones dans
x2.1.
3.1.1 Groupes abeliens speiaux et le fonteur A
1
On note Ab la ategorie des groupes abeliens. Un groupe abelien ave
element speial est une paire (G; s) ou G est un groupe abelien et s 2 G est
d'ordre au plus 2. On note Ab
s
la ategorie des groupes abeliens speiaux,
dont les morphismes sont des homomorphismes de groupes preservant l'ele-











(G; s) est le groupe
abelien libre engendre par les diagrammes unitrivalents en forme de Y, dont
le sommet trivalent est equipe d'un ordre ylique sur les o^tes inidents et
















2 G onformement a l'ordre ylique, si bien que notre
notation est invariante sous permutation ylique des z
i


























































































Exemple 3.1. L'appliation [G
-
(G; 0)℄ fait de Ab une sous-ategorie
(omplete) de Ab
s




















Des exemples non triviaux seront donnes dans le paragraphe suivant.
Pour des usages futurs, notons que ette ategorie a une onstrution de































































3.1.2 Strutures spin et le groupe abelien speial P
Dans e paragraphe, soitM une 3-variete ompate orientee munie d'une










Soit s 2 H
1
(FM ;Z) l'image par i













) ; < y; s >6= 0
o
;
qui est essentiellement independant de la metrique. La variete M etant spin-
nable, s n'est pas nul (et est don d'ordre 2).
Formons le diagrammes ommutatif de groupes abeliens speiaux
(H
1

























ou T designe la tensorisation par Z
2
. C'est un diagramme de pullbak : le
diagramme etant ommutatif, on a par fontorialite une appliation
(H
1

















) ; s) :





















et on a de me^me une suite exate ourte pour l'homologie reduite modulo
2. La bijetivite de (p

; T ) suit de l'exatitude de es suites.










);8 2 Spin(M); x   :=  + p

(x);




des fontions aÆnes sur Spin(M) a valeurs dans Z
2
. Par exemple, 1 2
A (Spin(M);Z
2
) designe l'appliation onstante denie par 
-
1.

































ou V est l'appliation qui a toute appliation aÆne f sur Spin(M) assoie
l'unique appliation lineaire
~
f assoiee, et ou K designe le noyau de V : on a
K ' Z
2
















< ; x >. Comme
preedemment, on a une suite exate ourte induite par la suite de Serre
assoiee au bre FM pour l'homologie a oeÆients dans Z
2
, et telle que le





















































En eet, il suit de la denition de Spin(M) que i

(1) est envoye par e sur













()) =< ; x > + < p

(); x >= e
x







);8 2 Spin(M) : l'appliation lineaire assoiee a e
x
est don














qui a f 2 A (Spin(M);Z
2






)  f() =< 
0









) est donne par l'ation aÆne sur Spin(M) : 'est




) tel que p

()   = 
0
. En d'autres termes, 
onsiste essentiellement a prendre l'appliation lineaire assoiee, omme dans
la preuve du lemme 3.2.
Le lemme suivant donne une bonne omprehension du groupe abelien
speial (H
1
(FM ;Z) ; s).
Lemme 3.3. [MM, Lemme 2.7℄


























) ; 0) :

?
b) Soit t l'appliation








qui a un nud frame oriente K ajoute un (+1)-twist supplementaire, puis
l'envoie sur la lasse d'homologie de son releve dans FM . Alors,
















par rapport a ette surfae












le long d'une bande














(iv) le nud trivial oriente k-frame (k 2 Z) est envoye par t sur k  s.
Demonstration. Le point a) est lair d'apres le lemme 3.2. Prouvons don
b), a ommener par l'assertion (iv). SoitK un nud oriente trivial k-frame,








() le framing de K en . On note
~
K
le releve de K dans FM . Vu omme un laet de FM ,
~
K est homotope au
laet de la bre p
 1
() deni par







designe la rotation d'axe dirige par e
3
et d'angle  ( 2 R). D'une




(voir par exemple [B,





= (k+1)  s 2 H
1
(FM ;Z), et don l'assertion (iv).
On fait a present une observation. Soit K un nud frame oriente de M ;
omme le framing deK determine une trivialisation de son bre normal dans
M , on peut restreindre toute struture spin sur M a K. Rappelons mainte-









ave la struture spin induite par sa struture de groupe de
Lie : voir [Ki, p. 35, 36℄). L'observation suivante a alors du sens :











et peut e^tre deduite d'une desription appropriee des strutures spin du
erle (voir [Ki, p. 35, 36℄).




deux nuds frames orientes disjoints de M .

















































), et par a) on obtient l'assertion
(iii).






































sont homologues dansM . Dans e as,







le framing de K
i
relativement a S et soitK
0
i
le nud frame oriente obtenu de
K
i
en ajoutant un ( k
i
































Nous en onluons que e (t
K
1
) = e (t
K
2





modulo 2, prouvant don l'assertion (ii).
Soit x 2 H
1




(M ;Z) peut e^tre realise par un





 x) = 0 2 H
1
(M ;Z), et d'apres l'exatitude de la suite de Serre,
53
tK
  x = "  s ave " 2 f0; 1g. En faisant la somme onnexe de K ave un
nud trivial (+1)-frame lorsque " = 1, et d'apres les assertions (iii) et (iv),
le nud frame K peut e^tre suppose tel que t
K
= x ; ei prouve l'assertion
(i).








est une surfae ompate onnexe orientee de genre g a n ompo-






















) des polyno^mes Booleens
sur Spin(
g;n
) : on note B
(k)
g;n

























































































Le dernier isomorphisme identie h ave h
(2)
pour tout h 2 H
g;n
(e qui est



























) par le fonteurA
1
de x3.1.1 est l'espae de diagrammes
annone dans x2.1.3.
Par la suite, quand (g; n) seront lairs d'apres la ontexte, on les oubliera
dans la notation.
Remarque 3.4. Rappelons que, si h est represente par une ourbe fermee
simple  de  et que ~ designe son releve dans U obtenu en framant  par le
hamp de veteurs tangent a la ourbe, h 2 B
(1)
envoie haque  2 Spin()
sur < ;
~






) est la lasse d'homologie de ~+z (ave z la
lasse de la bre) - voir x2.1.2. Il suit alors de la denition de l'appliation t





de lasse d'homologie h framee le long de 
+





Ainsi, tout element z de P peut e^tre erit omme
z =

h; h+ "  1

2 P;
ave h 2 H et " 2 f0; 1g : soit K
"
onstruit omme K (i-dessus) ave un









Ajoutons que, dans ette notation, une famille generatrie pour P
g;n
est











Remarque 3.5. D'apres la preuve du lemme 3.3, la suite de Serre en ho-
mologie assoiee au bre F1















s'injete dans P en envoyant 1 sur (0; 1). L'appliation s : H
-
P









assoie est la redution mod 2 de la forme d'intersetion sur .


























h; h + "  1

2 P orrespond a (h; ) dans ette extension.
3.1.3 L'appliation de hirurgie  














) 2 P , on
hoisit des nuds frames orientes disjoints K
i






2 P ('est toujours possible, puisque t est surjetive).
On hoisit ensuite un disque D plonge dans l'interieur de (  I), disjoint
des K
i





dans ( I). On demande que es bandes soient ompatibles
ave les orientations des dierents onstituants, ainsi qu'ave l'ordre ylique
(1; 2; 3). Voir Fig. 18 pour un exemple. On obtient ainsi un Y -graphe aep-





















la lasse de Y
2




















Theoreme 3.6. La lasse de Y
2


























Fig. 18 { Plongement d'un Y-graphe.





















. Pour ela, on rappelle deux faits pour un
Y-graphe G aeptable pour un ylindre d'homologie M :




n'est pas modiee lorsqu'un o^te
de G est glisse sur un nud frame oriente de M (Lemme 1.37) ;




est inversee lorsque l'on fait un
demi-twist sur un o^te de G (voir Rem. 2.27).
Par es deux faits, l'independane par rapport au hoix du disque D, de son
orientation et des o^tes e
i
est failement demontree.
On montre maintenant l'independane par rapport au hoix des feuilles K
i
.
Supposons par exemple que K
0
1
est un autre hoix pour K
1
. Alors, d'apres









) et telle que, si k (resp. k
0






relativement a F , (k   k
0
) est pair. On suppose aussi la transversalite de F





g(F ) le genre de F , m le nombre de points d'intersetion de F ave les o^tes,
et pour i = 2; 3, soit n
i
le nombre de points d'intersetion de F ave K
i
. Si






sont nuls, les deux Y-graphes sont
isotopes et il n'y a rien a prouver. Dans le as general, on rappelle du lemme
1.42 qu'il existe une proedure de simpliation des feuilles, qui s'enone
ainsi dans le as des ylindres d'homologie :






































fois la feuille K
3












() deni par le hoix de K
1








, ou G satisfait une des onditions suivantes :
(i) G a une feuille qui borde une surfae de genre 1 disjointe de G, par
rapport a laquelle ette feuille est 0-framee ;
(ii) G a une feuille qui borde un disque disjoint de G, par rapport auquel
elle est (2)-framee ;
(iii) G a une feuille qui borde un disque par rapport auquel elle est 0-
framee, et e disque intersete G en exatement un point appartenant
a un o^te ;
(iv) G a deux feuilles qui s'enlaent a la maniere d'un entrelas de Hopf.
Verions a present que tous es elements s'annulent dans C
1
(). Si G est du
type (i), l'eet de hirurgie de G est elui d'un lasper de degre 2 (appliquer
les mouvements 2 et 10 d'Habiro). SiG est de type (ii), en oupant a nouveau











a une feuille speiale, 'est-
a-dire bordant un disque disjoint de G et par rapport auquel elle est (+1)-










par le Fait 2. Si G est de type (iii), en
appliquant le Fait 1 le o^te peut e^tre glisse a l'exterieur de la feuille, donnant
alors un Y-graphe ave une feuille triviale, qui n'a pas d'eet de hirurgie
(voir la proposition 1.7). Si G est de type (iv), on obtient en appliquant
le mouvement 2 d'Habiro un Y -graphe ave un o^te boule : un tel terme
est nul dans C
1
(). En eet, l'entrelas de hirurgie assoie a e lasper est
Kirby-equivalent a l'entrelas vide (voir par exemple [GGP, Lem. 2.3℄). Cei
omplete la preuve de l'independane par rapport au plongement p.
Montrons maintenant que l'appliation  est ompatible ave les rela-
tions de A
1
(P ). La relation de multilinearite provient du lemme 3.7. En eet,
soit G un Y-graphe aeptable dans I, et K une de ses feuilles. On sinde

































La relation Glissement est veriee dans C
1
() gra^e au mouvement de \glis-
sement de feuille" de la proposition 1.11. Pour ela, soit G un Y-graphe
dans 1

ave une feuille speiale F : t
F





feuilles de G : en glissant la feuille F le long de K
1
, on obtient un nouveau
Y-graphe G
0








est la somme onnexe de K
1
et F ave un (+1)-twist additionnel.






























La surjetivite de  suit immediatement du fait que le groupe abelien libre
C
1
() est engendre par les ( I)
G
ou G est un Y -graphe onnexe (e qui
se prouve aussi par des aluls de laspers standards).
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3.1.4 L'isomorphisme de groupes abeliens 
Rappelons de l'exemple 3.1 que le groupe abelien A
1
(H; 0) peut e^tre
identie ave 
3














































. Alors,  est un isomorphisme bien deni.
Demonstration. Le fait que  est bien denie est lair (en eet, on a f
2
=
f; 8f 2 B
(1)
). Pour montrer que  est un isomorphisme, il suÆt de











tel que  Æ & est l'iden-
tite.





pour H = H
g;n















: pour k = 1; 2; 3 et
j
1
; : : : ; j
k





































































































deux a deux distints).
L'appliation & est surjetive par les relations multilinearite et glissement,
et satisfait lairement  Æ & = Id.









































































tel que  Æ  est l'identite.





de H : on a vu dans la preuve du lemme


















































































); (0; 1); (0; 1)

, ave 1  i  2g + n  1,
(iv) et (1) = Y

(0; 1); (0; 1); (0; 1)

.
Ii, les elements de P sont notes omme dans la remarque 3.4. Cette as-
signation denit bien , ar (i) determine  sur une base du groupe libre

3











sur des elements de A
1
(P ) d'ordre au









(P ). Pour i = 1; 2; 3, z
i
2 P peut e^tre erit




) et de (0; 1). Les relations







℄ est realise par .  est don surjetive.
3.2 Cas des ylindres d'homologie sur une surfae ave au
plus une omposante de bord




. Les notations H, B
(k)
(k 2








de la setion preedente.
Dans la premiere moitie de ette setion, le premier homomorphisme de
Johnson et les homomorphismes de Birman-Craggs sont etendus au monode
des ylindres d'homologie.
3.2.1 Le premier homomorphisme de Johnson pour les ylindres
d'homologie
La notion d'homomorphismes de Johnson pour les obordismes d'homo-
logie sur 
g;1
a ete introduite dans [GL℄.





















les ourbes basees representees dans Fig. 19













; : : : ; y
g
);


























induit un isomorphisme au niveau de haque quo-






































































Considere a automorphismes interieurs pres, 'est independant du hoix de
























(M). Soit ? un autre point base

















. Cet isomorphisme est







patibles par elui-i. Ainsi, on a un groupe bien deni, note Out(=
3
) et
















































































qui envoie x sur xf(x) (ave x 2 
()







































[h; ℄ denis pour tout h 2 H par x
-





























(H), la Z-algebre de Lie libre sur le Z-
module H, et on distingue le as a bord du as los.
Dans le as a bord, puisque 
()











. Il y a de plus une suite




















































































ou  est deni par (x^ y ^ z) = x
 [y; z℄ + y
 [z; x℄ + z
 [x; y℄. Composer

























C'est une onsequene du fait suivant :
8h 2 H; [h; !℄ = 0 2 L
3















H a l'element sympletique !, deni dans x2.1.
Prouvons maintenant que 
1
prend ses valeurs dans le sous-groupe 
3
H.



































. Notons que ette propriete est veriee par
un representant de 
1
(M) si M est un ylindre d'homologie, si bien que







































































































qui orrespond essentiellement a f , est envoye sur 0 par l'appliation rohet
de Lie.













































!. Puisque  (! ^H)  A
g














Il suit aussi de (9) que ette appliation  est injetive. 
3
H=! ^ H peut









=[H; ℄. De me^me que
dans le as a bord, on montre que 
1
prend ses valeurs dans 
3
H=! ^H.
























mais le lemme suivant nous permet d'aller un peu plus loin.




) un ylindre d'homologie sur , et G un las-




) le resultat de la hirurgie





















qui est ompatible ave les appliations i

, et tel que, pour tout laet K base




Ce lemme nous permet de onlure par la proposition-denition suivante.





























induits par l'appliation (8) ; ils sont appeles les premiers homomorphismes
de Johnson.
Remarque 3.12. La omposition de 
1





est l'homomorphisme lassique deni dans [J3℄.


















M est un plongement oriente du orps en anses standard de genre









est envoye sur K M n int(N(G)).
De plus, L est Kirby-equivalent a l'entrelas a trois omposantes N represente





Fig. 20 { L'entrelas frame a deux omposantes L et un entrelas bord
Kirby-equivalent N
Plus preisement, a une orretion (1) du framing pres, on peut pous-






sur le bord de H
4
. On obtient des




, qui sont des ourbes separantes. Un











. On prouve don le lemme par un argument du type
Van Kampen. 
15
On utilise la onvention d'epaississement du tableau.
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3.2.2 Homomorphismes de Birman-Craggs pour les ylindres d'ho-
mologie
Les homomorphismes de Birman-Craggs furent denis dans [BC℄ et furent
enumeres dans [J2℄. J. Levine a aussi fait remarquer dans [Lev1℄ omme ils
pouvaient e^tre etendus aux ylindres d'homologie. Dans e paragraphe, on
presente les homomorphismes de Birman-Craggs de faon auto-ontenue.
Pour ela, on utilise le raÆnement spin de la theorie d'invariants de type
ni de Goussarov-Habiro, introduite par G. Massuyeau dans [Ma℄.
On ommene par xer un ertain nombre de notations. Si (M;) est une
3-variete spinorielle lose, R(M;) 2 Z
16
designera son invariant de Rohlin
(voir x4.2.1). Si M est une sphere d'homologie, on notera 
0
son (unique)
struture spin. Rappelons de [Ma℄ que la hirurgie le long d'un Y -graphe
fait aussi sens pour les 3-varietes spinorielles :
 
Donnees : (i) (M;); 3-variete lose spinorielle
(ii) G; Y -graphe dans M
!





Le lemme suivant derit preisement omme l'invariant de Rohlin est mo-
die lors de la hirurgie le long d'un Y -graphe.
Lemme 3.13. Soit (M;) une 3-variete lose spinorielle, et soit G un Y -






































) ont ete denis dans x2:2.




M le plongement du orps en anses de
genre 3, determine (a isotopie pres) par le Y -graphe G dans M . Alors, il









). De plus, d'apres l'equation (7) de la preuve du lemme


















le Y -graphe trivial dans S
3
(dont les
feuilles sont ordonnees et orientees) et dont la k
ieme
feuille est triviale et
i
k





















































. Par Lemme 3.3 b) (iv), le membre de droite de l'equation (10)






= 1 et 0 sinon. Il en est de me^me pour le membre de
gauhe de (10). En eet, la hirurgie le long d'un Y -graphe ave une feuille





donne la sphere de Poinare, dont l'invariant de Rohlin est 8 2 Z
16
.
Il suit que l'equation (10) est exate dans es huit as partiuliers.




. Soit j un plongement oriente de  dans S
3
, et soit




) un ylindre d'homologie sur . On peut alors deouper S
3









On verra dans la proposition 4.3 que l'invariant de Rohlin est un invariant









ne depend don que de la lasse de Y
2
-equivalene deM (et de j). Supposons
maintenant que l'on s'est donne une presentation de hirurgie de la lasse
de Y
2
























Rappelons que les ouleurs z
(i)
k














) 2 Spin(). On deduit alors





































) 2 Spin() (et la lasse
de Y
2
-equivalene de M) ;






























Nous distinguons a present le as  = 
g
du as  = 
g;1
.













. En fait, les
plongements speiques de 
g;1
dont les images sont donnees dans Fig. 21
suÆsent.











) est spin-bordant. Reiproquement, toute struture
spin sur 
g
qui spin-borde peut e^tre realisee ainsi : on hoisit un plonge-
ment approprie de 
g















sont donnees dans Fig. 22.
Il nous faut enore mentionner deux autres faits sur es strutures spin.
Premierement,  2 Spin(
g
) spin-borde si et seulement si son invariant de
Arf, qui est egal a () omme deni dans l'equation (4) de x2.1.3, s'annule
(voir [Ki, p.36℄). Deuxiemement, si f et f
0
sont deux polyno^mes ubiques
sur Spin(
g





), alors ils prennent les me^mes valeurs
sur les strutures spin d'invariant de Arf trivial si et seulement si f   f
0
est
un multiple de  (voir [J2, Lem. 14℄ pour une preuve de e fait algebrique)
16
.
Tout e qui a ete dit ii nous onduit a la proposition-denition suivante.

























tels que, pour un ylindre d'homologie M sur  et pour un plongement
16
La preuve y est donnee pour un genre g  3 (en utilisant l'identiation de Spin(
g
)






) de forme bilineaire symetrique
assoiee, la forme d'intersetion modulo 2), mais les me^mes arguments peuvent permettre
de prouver que 'est enore vrai pour le genre g = 0; 1 ou 2.
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on obtient les homomorphismes de Birman-Craggs lassiques, omme presen-
tes par Johnson dans [J2℄.
3.2.3 Demonstration des theoremes 2.6 et 2.7














sont les projetions anoniques du pullbak de groupes abeliens speiaux






































Demonstration. Verions que 
1
( (Y )) = A
1















ou G est un Y -graphe approprie omme derit dans x2.3. Ses feuilles















; ) et y 2 =
3
, representes par y 2  : on
veut aluler 
1
(M) sur y. On proede omme suit : on hoisit une ourbe
basee immergee k dans 
+
g;1










est un poussement de k, et on trouve un autre nud base K
0
 M dans
un ollier de 
 
g;1















2 , et par le lemme 3.10, le resultat 
1





expliquons maintenant la proedure pour onstruire K
0













doigt de type (i)
doigt de type (ii)
pousser 
Fig. 23 { Le poussement de la ourbe K le long du ylindre
(i) le doigt hevauhe un o^te de G,
(ii) le doigt hevauhe une feuille K
i
de G.
Mais haque doigt du type (i) peut e^tre isotope le long du o^te orrespondant
jusqu'au niveau de la feuille et peut don e^tre remplae par deux doigts




, on peut supposer que haque doigt est de type (ii). Comme K
i
a













) 2 H. On peut supposer que K
i
est un poussement de k
i
(ave eventuellement un twist additionnel) : il y
a autant de doigts que de points d'intersetion entre k
i








Un tel doigt peut e^tre realise par hirurgie sur un lasper basique. Soit K
0























feuille simple qui enlae K
0
et une autre feuille simple qui enlae la feuille
K
i
, et tel que :

















Suivant le signe du doigt orrespondant, haque lasper basique vient ave
un signe note "(i; j). En sindant la feuille K
1





nouveaux Y -graphes G
(1)
j
(j 2 f1; : : : ; n
1
g) : deux feuilles de G
(1)
j















on obtient un nouveau Y -graphe enore note G
(i)
j
. On fait de







































, on peut supposer
que, pour tout (i; j), G
(i)
j






. On fait a present
la hirurgie le long de G, puis le long des G
(i)
j
: es dernieres ne modient
pas la 3-variete M mais hangent le nud. Le nouveau nud obtenu est
toujours note K
0
et satisfait les proprietes demandees.
On alule maintenant le y
0
2  deni par K
0
. Au vu du mouvement 10
d'Habiro, la ontribution de haque Y -graphe G
(1)
j
a la modiation de K
0


















































































H, 'est-a-dire a A
1
(p)(Y ).































Demonstration. D'apres la denition de  donnee dans la proposition 3.14,



























les appliations apparaissant dans le diagramme de pullbak de P (voir x2.2).

















 . Comme  est un epimorphisme,
























































qui, par les identiations mentionnees plus haut, est essentiellement le dia-










apparaissant dans x1.3. Par la





















































































est un isomorphisme. Il suit du diagramme ommutatif preedent que  est
injetive, et don 'est un isomorphisme : une onsequene est qu'il en est
de me^me pour (
1



































suit des remarques 3.12 et 3.15. En partiulier, pour g  3, C est un iso-
morphisme ar (
1
















en est un par [J4℄.
















est deni de la me^me faon que dans le as a bord (voir Lemme 3.9). Rap-











pondant a ! ^H  
3








(S) est le sous-groupe
de A
1












); z℄ ; ou z est un element quelonque de P:
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Lemme 3.18. Dans le as los, l'appliation de hirurgie  denie dans
x2:3 s'annule sur le sous-espae 
 1
(S).
Comme mentionne dans x2.1, es relations sympletiques 
 1
(S) apparaissent
dans [H℄ pour de plus grands degres.




















un lasper basique G ave une feuille triviale f , et
















. De plus, f peut e^tre vu ommme un poussement de D,
ou D est un 2-disque dans 
+
g




nD qui est une surfae plongee de genre g. En appliquant les mouvements
7 et 5 d'Habiro, f peut e^tre sindee en g moreaux de telle sorte que G est
equivalent a l'union de g laspers basiques notes G
1
; : : : ; G
g
. voir Fig. 24.
Chaque lasper G
i
a une feuille qui borde une surfae de genre 1 ; en appli-
’f ’f
gf f f f
G
1 2
Fig. 24 { Sindement de la feuille nulle-homologue f






































L'equation (13) en deoule. 
Par les me^mes arguments, des versions appropriees des lemmes 3.16 et






(e) =  Æ . Cei




























































duquel il deoule que  , et don (
1
; ), sont des isomorphismes. La ommu-
tativite du triangle de droite dans le theoreme 2.7 est enore une onsequene
des remarques 3.12 et 3.15.
Invariants de type ni de degre 1 : preuve du orollaire 2.8. L'im-
pliation (1)=)(2) est un fait general deoulant de la denition d'un inva-
riant de type ni. On montre que (2) implique (3) en observant que tout




A fournit un invariant
de degre 1 :




deux Y -graphes a-












) = 0: (14)




, ou G est une
olletion de Y -graphes disjoints dans 1






on peut les voir dans 1

























. L'equation (14) deoule alors
de l'additivite de f .
L'equivalene (3),(1) est une onsequene direte des theoremes 2.7 et 2.6.



















;Z) induit par j. Cei





ave eux orrespondant a 
g
.




































qui est independant du hoix de j (ela se verie dans le diagramme i-
dessous). La ommutativite du diagramme suivant se prouve failement a
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3.3.1 Une borne superieure ombinatoire
Comme dans la setion preedente, on ommene par denir un espae





Commenons par preiser quelques notations. Pour tout g  0 et pour tout





















le groupe abelien introduit dans x3.1.2. P
g;n
a une struture de groupe
abelien speial ave l'element 1 2 Z
2

























































est un Y -graphe aeptable dans
(
g;n
 I) onstruit omme suit : Pour i = 1; 2; 3, on hoisit des nuds












l'appliation surjetive du lemme 3.3), puis on plonge un disque oriente D,
disjoint desK
i
, que l'on onnete auxK
i





faon ompatible ave les orientations des dierents onstituants et l'ordre
ylique (1; 2; 3).
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Theoreme 3.19. L'appliation  est bien denie, surjetive.
Ce resultat se prouve d'une maniere identique au theoreme 3.6. Dans la
setion suivante, on montre que  est un fait un isomorphisme.
3.3.2 Demonstration du theoreme 2.9
On introduit a present le plongement standard p de la surfae de genre g
a n omposantes de bord 
g;n
dans la surfae 
g+n 1;1
de genre (g+n  1)
a 1 omposante de bord, dont l'image p(
g;n
) est representee dans la gure
25.
1A B1 g
A B g Bg+n-1g+n-1A
Fig. 25 { L'image p(
g;n






























 I 7! 
g;n
 I
l'operation onsistant en attaher (n  1) 2-anses D
2
 I le long des ompo-
santes de bord B
i
 I (i = g + 1; :::; g + n   1) de 
g;n
 I, ou B
i
designe
ertaines 1-anses dans la deomposition en anses de 
g;n
, representees dans




























, ou   est une union de Y -graphes dont (au moins) une feuille
est rendue triviale par R, et ou G est vu plonge dans 
g;n
 I via l'inlusion

g;n
 I ,! 
g+n 1;1







Il suit que P est injetive.












au niveau de l'homologie. De me^me,











est un sindage pour l'appliation p



































































sindage pour ette appliation, qui est don elle aussi injetive. De me^me,
























puisqu'un sindage est donne par r

.



















































dont la ommutativite est laire d'apres les denitions i-dessus. Il resulte













est injetive : 'est don un isomorphisme.
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4 Y -ltration pour les string-links frames des boules
d'homologie
4.1 Borne superieure ombinatoire

























) son image par le fonteur A
1
(deni































































































 I) onstruit a partir des informations ontenues











 I) n 1
n













, que l'on onnete aux K
i







, de faon ompatible ave les orientations des dierents onsti-







Le resultat suivant se prouve d'une maniere identique au theoreme 3.6 pour
l'appliation  .
Theoreme 4.1. L'appliation  est bien denie, surjetive.
Remarque 4.2. Le theoreme 4.1 se montre don de la me^me maniere que
le theoreme 3.19, qui donne un enone similaire pour les ylindres d'homo-
logie sur une surfae quelonque 
g;n
. En partiulier, dans le as 
0;n+1





























sont essentiellement les me^mes via l'appliation omplementaire  de la re-
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Une onsequene est que l'appliation de hirurgie  est un isomorphisme
(ainsi que ) . Dans ette setion, nous allons prouver ela en onstruisant
un inverse pour  en termes d'invariants d'entrelas lassiques.
Par la suite, on oubliera les indies dans la notation des groupes abeliens






4.2 Invariants lassiques pour les string-links frames des boules
d'homologie
4.2.1 Le -invariant de Rohlin des boules d'homologie
Soit M une 3-variete lose munie d'une struture spin s, et (W;S) une
4-variete spinorielle lisse et ompate spin-bordee par (M; s) ('est-a-dire
que W = M et la restrition de la struture spin S a M est s). Alors la
signature de W reduite modulo 16,
Roh(M; s) := (W ) 2 Z
16
;
est un invariant des 3-varietes spinorielles loses bien deni, appele invariant
de Rohlin (en partiulier, Roh(M; s) est independant du hoix de W ).
Dans le as des spheres d'homologie, il existe une unique struture spin,






est appele le -invariant de Rohlin de M .
De me^me, on peut denir une notion de -invariant pour les elements
(M;) de SL
hb
(n), en posant R(M;) := R(M). Ii, M etant une boule
d'homologie, on onsidere la sphere obtenue anoniquement deM en ollant
le long du bord une opie de B
3
pour denir son -invariant. Considerons la
restrition deR a SL
hb
1


















Proposition 4.3. [Ma, Cor. 1℄ L'invariant de Rohlin est un invariant de
degre 1 pour la theorie de Goussarov-Habiro des 3-varietes spinorielles.
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4.2.2 Invariant de Arf
Soit K un nud dans une sphere d'homologie M , et S une surfae de




) est alors un Z
2
-
espae vetoriel de dimension 2g. On note  la forme d'intersetion homolo-























designe une opie parallele dans le sens normal positif de S (pour une
orientation de M donnee).
Æ
2
est une forme quadratique assoiee a  : l'invariant de Arf du nud



























Il est bien onnu que l'invariant de Arf est bien deni, 'est-a-dire qu'il
ne depend pas du hoix de la surfae de Seifert S. C'est une onsequene du
lemme suivant, bien onnu dans le as des nuds de S
3
([BFK℄), et toujours
valable pour les nuds des spheres d'homologie (voir par exemple [GT, x3℄
pour une preuve).









elles sont reliees par une suite d'isotopies et d'ajouts (et retraits) de tubes




plongees dans M , et inter-





Au niveau de l'homologie de la surfae, haque `ajout de tube' augmente le
rang de 2, des generateurs etant fournis par une paire (m; l)=(meridien,lon-
gitude) du tube. Plus preisement, ette paire forme, ave une base symple-
tique de la surfae initiale, une base sympletique pour la nouvelle surfae :
on qualiera don une telle paire de ourbes (m; l) de paire sympletique.




), et a don un auto-
enlaement nul : Æ
2
(m) = 0. Cela implique que l'invariant de Arf de K reste
inhange lors de l'ajout (ou, de me^me, le retrait) d'un tube a une surfae de
Seifert.
Invariant de Arf et Y
2
-equivalene. On peut denir une notion d'in-
variant de Arf sur SL
hb
1
(n) (et plus generalement sur l'ensemble SL
hb
(n)).
Pour tout entier i tel que 1  i  n, on note a
i





omposante de la fermeture ^ 2
^
















est un homomorphisme de monodes bien deni, appele le i
ieme
invariant de
Arf du string-link (M;).
L'additivite de a
i




























Proposition 4.6. L'invariant de Arf des nuds des spheres d'homologie
est invariant par Y
2
-hirurgie.
En partiulier, pour tout 1  i  n, le i
ieme
invariant de Arf des string-links











Demonstration. SoitK nud dans une sphere d'homologieM , et G un arbre








Considerons une surfae de Seifert S pour K. On rappelle de la gure 20





que l'on a represente dans un voisinage tubulaire de G (un orps en anses de
genre 4) note N . Le nud K est par denition disjoint de G : on peut don
le supposer disjoint du voisinage N . En revanhe, il se peut que la surfae
S intersete N : on peut supposer que S intersete N au niveau des anses
D
2
 I de N le long de opies de D
2










Lorsque la surfae S intersete ainsi N le long d'un disque, elle intersete
l'entrelas L en deux points : une surfae de Seifert S
0
pour K, disjointe de
L, est alors obtenue en ajoutant un tube (qui est une portion du voisinage
tubulaire de L) omme dans la partie gauhe de Fig. 26(a). Comme on l'a
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vu, l'ajout d'un tel tube n'aete pas l'invariant de Arf de K : si on note




(l) = 0. Nous
devons voir que e ouple sympletique pourH
1
(S) ne ontribue pas non plus
pour l'invariant de Arf de (K)
G














Pour ela, on observe que le meridien m peut e^tre isotope dans la region




, omme dans Fig. 26(a). La hirurgie le long
de L envoie alors m sur m
0
, qui est une opie parallele de L
2
en dehors


















Le as general, ou la surfae de Seifert S intersete plusieurs fois les anses
du voisinage N , se traite d'une maniere analogue.
Remarque 4.7. Une autre preuve de l'invariane de l'invariant de Arf sous
Y
2
-hirurgie peut e^tre obtenue de la proposition 4.3 et la formule de [GA,
Thm 4℄, qui identie l'invariant de Arf d'un nud au -invariant de Rohlin
de la sphere d'homologie obtenue par hirurgie le long de e nud.
4.2.3 Invariant de Sato-Levine




un entrelas a deux omposantes orientees de nombre

















= ;. Ces deux





de C par rapport a l'une ou l'autre de es surfaes est appele l'invariant de




Ii, l'auto-enlaement de C par rapport a la surfae S designe le nombre
d'enlaement de C ave une opie parallele obtenue en poussant dans le
sens normal positif a S.





: 'est a nouveau une onsequene du lemme 4.4. En eet, lorsqu'on
ajoute un tube a la surfae de Seifert S
1
(par exemple), elui-i n'intersete
eventuellement S
2
qu'au niveau d'un meridienm de e tube (a isotopie pres),
















) = 0, pour
tout i 2 f1; :::; ng : l'invariant de Sato-Levine reste don inhange lors de
l'ajout (et, de me^me, le retrait) d'un tel tube.
Remarque 4.8. L'invariant de Sato-Levine peut aussi e^tre vu omme un
oeÆient du polyno^me de Conway (voir x5.1.1 pour une denition) : dans




) est un entrelas a deux omposantes, le polyno^me de


























Invariant de Sato-Levine et Y
2
-equivalene. On peut, omme pour




Soit (M;) 2 SL
hb
1
(n) ; pour toute paire d'entiers (i; j) tels que 1  i <
j  n, on note 
ij
(M;) l'invariant de Sato-Levine de l'entrelas a deux



















d'apres la proposition 2.14 e sont des string-links pour lesquels tous les
nombres d'enlaement sont nuls. De plus, 
ij
est lairement additif.












Proposition 4.10. La redution modulo 2 de l'invariant de Sato-Levine
des entrelas des spheres d'homologie est invariante par Y
2
-hirurgie.
En partiulier, pour tout 1  i < j  n, la redution modulo 2 de l'inva-
riant de Sato-Levine 
ij













Demonstration. Soit K [K
0
un entrelas a deux omposantes d'enlaement
nul dans une sphere d'homologie M , et G un arbre de Y -degre 2 aeptable
pour (M;K [K
0

















On note respetivement S et S
0
une surfae de Seifert pour K et K
0
.
Comme dans la preuve de la proposition 4.6, on onsidere l'entrelas de




assoie a G, dans un voisinage
regulier N . On peut supposer que K et K
0
sont disjoint de N , mais une ou
plusieurs anses D
2
 I de N peuvent en revanhe interseter les surfaes de
Seifert S et S
0
au niveau d'un (ou plusieurs) disque(s) D
2
 ftg.
Lorsque S ou S
0
intersete ainsi N (et don L) au niveau d'une anse, on
ajoute (dans N) un tube a sa surfae de Seifert de telle sorte que la nouvelle
surfae soit disjointe de L : e tube est une portion du (bord du) voisinage
tubulaire de L (voir Fig. 26). Nous devons don nous interesser aux eventuels
elements de S \ S
0
qui sont rees (dans N) par de tels ajouts de tubes.
Clairement, une telle intersetion intervient le long du meridien d'un tube,
'est-a-dire un petit meridien m d'une des omposantes de L. Un exemple

















- Supposons que S\S
0
= fmg, un meridien d'une des deux omposantes.
On a deja vu qu'un tel element ne ontribue pas pour l'invariant de Sato-




) = 0. De me^me, son image
par hirurgie le long de G ne ontribue pas pour l'invariant de Sato-Levine




: omme dans la preuve de Prop. 4.6, on observe qu'un tel





et est don envoye par hirurgie le long de L sur une ourbe fermee simple
qui est omme la ourbe m
0
de la gure 26(b). Une telle ourbe a un auto-
enlaement nul (et son nombre d'enlaement ave toute ourbe fermee simple
de M nN est 0).











: ela orrespond par exemple a la situation de Fig.


































), qui sont des opies paralleles de haune des deux


















































La redution modulo 2 de  reste don inhangee.
Le as general, ou S \ S
0
est onstitue de plusieurs opies du meridien de
haque omposantes de L, se traite d'une maniere analogue.
4.2.4 Invariants de Milnor
















les inlusions de D
2
n
respetivement dans les bords inferieurs et superieurs du omplementaire
M

=M n, es inlusions induisent des isomorphismes au niveau de haque
quotient nilpotent du groupe fondamental ([S℄).
On introduit la notion de longitudes d'un string-link :




orde du string-link . Le framing de






















est appele la i
ieme
longitude de  mod F
n
.
Rappelons que, si on note P (n) l'anneau des series entieres formelles




, l'expansion de Magnus [MKS℄
est l'homomorphisme de groupes F = F (n)
-
P (n) qui envoie haque
generateur x
i
de F sur 1 +X
i
.












dans l'expansion de Magnus
de la longitude 
i
l
de  vue dans F=F
n
pour un ertain n  l.
Par exemple, les invariants de Milnor de longueur 2, les 
ij
, sont juste
les nombres d'enlaement des omposantes i et j. Les invariants de Milnor
de longueur 3, aussi appeles triples nombres de Milnor, peuvent e^tre vus
de la faon suivante : si S
i













est onstitue de points, ave un signe






) donne par les normales aux
surfaes. Alors, 
123















est tel que tous ses
nombres d'enlaement sont nuls.
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Invariants de Milnor et Y
2
-equivalene. On sait que, dans SL
hb
(n),
les triples nombres de Milnor ne sont pas additifs sous l'operation d'empi-
lement : le defaut d'homomorphisme est donne par les nombres de Milnor












induit par le triple nombre de Milnor 
ijk
. Le lemme 4.14, qui est juste une
version du lemme 3.10 pour les string-links frames des boules d'homologie
(prouve d'une maniere ompletement similaire), nous permet d'enoner la
proposition-denition suivante.
Proposition 4.13. Pour tout triple i < j < k 2 f1; :::; ng, on a un homo-









donne par le triple nombre de Milnor.
Lemme 4.14. Soit (M;) un string-link dans une boule d'homologie. Soit




la hirurgie le long de G sur le omplementaire M





























ompatible ave les inlusions i
"
; " = 0; 1.
Rappellons juste ii que l'isomorphisme est obtenu par un argument du type























N(G) est un plongement oriente du orps en anses de genre
4 sur un voisinage regulier N(G) de G, et ou L est un entrelas tel que la











En partiulier les longitudes de , vivant dans un voisinage des ordes,









































































4.3 Caraterisation de la Y
2
-equivalene pour les string-links
Cette setion est onsaree a la demonstration du theoreme 2.15 annone
dans x2.2.2.
On rappelle de x3.1.2 et x4.1 qu'il existe un espae de diagrammes A
1
(P ),

















(n). Rappelons de plus












sont les projetions anoniques du pullbak de groupes abeliens speiaux







































































designe la redution modulo 2 du triple nombre de Milnor 
ijk
,
et pour tout h 2 H, h designe omme dans x2.1.3 l'element de B
(1)
qui
envoie toute struture spinorielle  2 Spin(
0;n+1
) sur < ;
~
h >. D'apres
les Propositions 4.3, 4.6, 4.10 et 4.13, ette appliation (bien denie !) se










































Demonstration. Verions que  ((Y)) = A
1
(e) (Y) pour un generateur








(P ). Comme on l'a dit dans la remarque




) ; i = 1; :::; n : A
1
(P ) est don
engendre (d'apres la relation Glissement) par Y
1;1;1















)℄ ; 1  i  j  k  n.
Dans le as ou Y = Y
1;1;1
, on a 8 r 6= s 6= t 2 f1; :::; ng

rst
(M [1; 1; 1℄) = 
(2)
rs
(M [1; 1; 1℄) = a
s
(M [1; 1; 1℄) = 0;
et R (M [1; 1; 1℄) = 1.
On a don (Y
1;1;1





 du lemme 3.8.
Si Y = Y
i;j;k
pour un ertain triplet 1  i  j  k  n, il suit de x4.1










(n) tel que G
i;j;k
est un
lasper dont les o^tes sont plonges de faon arbitraire, et dont les feuilles sont








. Si Æ designe le
symbole de Kroneker, on a alors :



































℄) = 0 , 8 (r; s).



































































































℄) = 0 , 8 (r; s; t).




















On a ainsi prouve que  Æ  = A
1
(e).

























. Le lemme suivant
est alors une onsequene des aluls eetues dans la preuve de lemme 4.15
i-dessus.






























































La preuve du orollaire 2.17 est stritement identique a elle de Cor. 2.8,
x3.2.3.
4.4 Milnor, Johnson, Birman-Craggs et les autres
Dans ette setion, on prouve le theoreme 2.16 sur la orrespondane
entre les ylindres d'homologie sur 
g;1
et les string-links frames a 2g ordes
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induite par les ourbes h
i







































I par le dieomorphisme F realise par
les g isotopies ehangeant la seonde zone d'attahement de la anse A
i
I et
la premiere zone d'attahement de la anse B
i
 I. Soit G un graphe de las-
pers aeptable dans 
g;1
I : lorsque l'on applique F a la paire (
g;1
I;G),







I peut e^tre vu omme l'adherene du omplementaire
dans D
2




est alors vu omme












(2g), qui lairement induit







(2g). En eet, le degre d'un lasper n'est
pas hange par le dieomorphisme F .
Cette bijetion n'est pas a priori un homomorphisme. Cependant, on peut
18
Cette onstrution gure aussi dans x2.3.2, puisqu'elle intervient dans la
demonstration de la proposition 2.3.
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faire l'observation suivante :
Soit M
i




) obtenu de 
g;1
 I par hirur-
































on peut supposer que es Y -graphes sont dans des portions disjointes de
D
2
I : ela est realise au prix de hangements de roisements (Lemmes 1.38








































































pour tout k  1.
Notons qu'un inverse est donne par les g isotopies ehangeant la seonde
zone d'attahement de la anse A
0
i
 I et la premiere zone d'attahement
de la anse B
0
i
 I, 'est-a-dire par la onstrution inverse de elle donnee
i-dessus.























; pour tout i = 1; :::; g.
De me^me, F nous permet d'identier Spin(
g;1





 I) ' Spin(
0;2g+1



















































termes a termes (au sens de ette deomposition) par






Puisque les espaes de diagrammes A
1







































dont toutes les ehes sont des isomorphismes.
En onsiderant les appliations inverses (au sens des theoremes 2.6 et
2.15) des ehes vertiales de e diagrammes, on en deduit immediatement



















































qui illustre la orrespondane, via l'isomorphisme b, entre les invariants de
type ni de degre 1 pour les ylindres d'homologie sur 
g;1
et les string-links
a 2g ordes des boules d'homologie.


















on deduit des lemmes 3.16 et 4.16, d'une part, et 3.17 et 4.15 d'autre part,


























































Le premier retrouve la orrespondane Milnor-Johnson de [Ha1, Thm. 2.1℄,
en plus bas degre. Le seond omplete ette analogie entre ylindres d'ho-
mologie et string-links, en etablissant une orrespondane entre les homo-
morphismes de Birman-Craggs  et l'homomorphisme  du theoreme 2.15
(induit par les invariants de Milnor, Sato-Levine, Arf et Rohlin).
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5 C-ltration pour les string-links
Dans e hapitre, nous etudions le as des string-links `lassiques' dans
D
2
 I. Rappelons que SL(n) designe le monode des (lasses d'isotopie
ambiante par rapport au bord des) string-links a n ordes.
5.1 Invariants de Vassiliev des string-links
Commenons par rapeller quelques generalites sur les invariants de Vas-
siliev des string-links a n ordes.
Soit A un groupe abelien, et f : SL(n)! A un invariant des string-links a
n ordes. Si SL
[k℄
(n) designe l'ensemble des (lasses d'isotopies des) string-





(n)! A en posant f = f
(0)



















est appelee la k
ieme
derivee de f .
Soit  2 SL
[k℄
(n) un string-link a n ordes ave k points doubles. L'ensemble
des preimages des points doubles de  (les points doubles a la soure) est













l'union disjointe de n opies orientees de l'intervalle unite I = [0; 1℄. Un







olletion de k paires de points relies par une orde (dans le as des entre-
las, es diagrammes sont des opies de S
1
reliees par des ordes). Ii, on
representera les opies de I (que l'on appellera les brins du diagramme) par
un trait epais et les ordes par un trait n (elles sont parfois representees par




de ordes d'ordre k, onsideres a dieomorphisme preservant l'orientation






























j ; k ; l ;  ; p ;  ; r ;  ;
o ; n ;  ; m ;  ; q ; Ǒ

:




! A, ou A est un groupe abelien et n  1, ompatible ave les
relations (1T) et (4T) (pour `1 terme' et `4 termes' respetivement) de la
gure 33.
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(1T) : = 0
- (4T) : = -
Fig. 33 { Les relations (1T) et (4T).
Dans ette gure, e represente une orde isolee, disjointe des (k   1)
autres ordes du diagramme. Pour (4T), haque diagramme est identique,
sauf dans une petite boule ou 2 de leurs k ordes sont omme represente : on
appelle respetivement N , S, W et E es quatres diagrammes (voir [BN1,




d'un invariant f des string-links a n ordes est ompa-
tible ave les relations (1T) et (4T) :
f
(k)









Denition 5.3. Un invariant f : SL(n)! A des string-links a n ordes est
un invariant de Vassiliev de type k si f
(k+1)
= 0, 'est-a-dire si f s'annule
sur tout string-link ave stritement plus de k points doubles.
5.1.1 L'invariant de Casson 
2
Soit L un entrelas (non-oriente), et S une surfae de Seifert onnexe
pour L : pour une base de H
1
(S) donnee, on note M la matrie de Seifert




) est un polyno^me a oef-




(z) : le polyno^me de Conway








ou!," et sont des entrelas identiques en dehors d'une petite boule
dans laquelle ils sont omme representes. On a r
nud trivial
= 1, et don
r
L
= 0 pour L un entrelas trivial a k > 1 omposantes.
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Dans le as ou L est un nud, le polyno^me de Conway est de la forme
r
L











est appele invariant de Casson du nud L.
Pour un string-link  a n brins, on peut enore denir une notion d'in-
variant de Casson. Pour tout i 2 f1; :::; ng, on appelle i
ieme
invariant de




(), l'invariant de Casson de la fermeture de la i
ieme










Invariant de Casson et C
3
-equivalene. Etant le oeÆient de z
2
du
polyno^me de Conway, l'invariant de Casson 
2
des nuds est un invariant
de Vassiliev de type 2 [BN1, Thm. 2℄, et est par onsequent invariant sous
C
3
-hirurgie (Thm. 1.27 ; voir aussi [H, Prop. 7.1℄).
























Formule de type Lannes pour l'invariant de Casson. Soit  un
string-link a une orde. A tout roisement x de , on assoie les deux quan-
tites 
x
2 f 1;+1g et Æ
x
2 f0; 1g denies omme suit :
{ 
x
designe le signe du roisement. Autrement dit, 
x
= +1 si x =!,
et 
x
=  1 si x =",
{ Æ
x
= 0 si le premier des deux brins se roisant (en suivant l'orientation)























permet d'etablir une formule pour l'invariant de Casson 
2
d'un string-
link  a une orde, qui est a rapproher de la formule de J. Lannes pour les
























() designe l'ensemble des parties a deux elements (non-ordonnes) de
l'ensemble des roisements (d'un diagramme) de  : a tout element fx; yg
de P
2





en onsiderant le string-link
singulier obtenu en remplaant x et y par des points doubles.
Ce type de formule est similaire aux formules de diagrammes de Gauss,
introduites (independamment) par T. Fiedler [FS, F℄ et par M. Polyak et
O. Viro [PV℄.
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5.1.2 Invariant de Vassiliev de degre 2 pour les string-links a
deux ordes










distingue pas un diagramme de D
2
2























(j) = 0 ; W
2
2
(k) = 1 ; W
2
2
(l) =  1: (16)









(k) : la relation
(4T ) est bien veriee.
On introduit a present la notion de raordement d'un string-link.
Denition 5.4. Soit  2 SL(n) un string-link a n ordes. On appelle
raordement de , note r() l'element de SL(1) obtenu en attahant, pour
i 2 f1; :::; n   1g, l'extremite de la i
ieme
orde a l'origine de la (i + 1)
ieme
,
de telle sorte que les `boules' de r() passent suessivement au dessus du
premier brin de  (produisant n  1 roisements positifs supplementaires).
Un exemple est donne dans la gure 34.
Fig. 34 { Le raordement d'un string-link a 4 ordes.
Denition 5.5. Soit un diagramme  de string-link a deux ordes. Un
roisement x de ette projetion sera dit de type 1 si les deux brins se
roisant en x appartiennent a la me^me orde ; sinon, x est un roisement de
type 2.
A tout roisement x , on assoie deux quantites 
x




















0 si, dans le raordement r() de , le premier des deux




Autrement dit, si x est de type 2, Æ
x
= 0 si la premiere orde passe au dessus
de la seonde, et Æ
x
= 1 sinon. Si x est de type 1, Æ
x
= 0 si le premier brin
(en suivant l'orientation) passe au dessus, et Æ
x
= 1 sinon.
On denit une appliation V
2






















Un exemple de alul est donne a la n de ette setion.























est un invariant de Vassiliev de degre 2 des string-links
a deux ordes.
Demonstration. Le fait que V
2
est bien un invariant des string-links a deux
ordes (i.e. il est inhange par les trois mouvements de Reidemeister) est
une onsequene du lemme 5.11, enone plus loin, qui identie V
2
() a l'in-
variant de Casson d'un ertain nud onstruit a partir de  (orrige par
l'invariant de Casson des deux omposantes). Pour une preuve direte de e
fait, utilisant seulement la denition de V
2
, le leteur est renvoye a l'annexe
A.
Il reste a montrer V
2
est un invariant de Vassiliev de degre 2, 'est-a-dire


















































designent les string-links obtenus en desingularisant ave un roisement posi-



















































































































































































































































Preisons que la notation y; z 6= x
 
0
designe la somme sur l'ensemble des
ouples de roisements (y; z) tels que y 6= x
 
0





























































































































































On onstate don que la valeur de V
(2)
2
















































































: SL(2) ! Q est un homomorphisme de monodes.
Demonstration. Soient  et 
0
deux string-links a 2 ordes, et  
0
le string-
link obtenu en empilant  au dessus de 
0


































Or, les diagrammes de ordes assoies aux ouples de P
1;1
sont de quatre




Il resulte que V
2














est a valeurs entieres.
Demonstration. Commenons par remarquer de la preuve du theoreme 5.7
que la seonde derivee de V
2
















































est de type 1 (appartenant, disons, a la premiere orde), alors par











on peut toujours se ramener au string-link singulier 
f
de la partie





, les valeurs de V
(1)
2





















































la partie gauhe de la gure 35 : V
2










est de type 2, alors par une suite de hangements de roisement
on peut se ramener au string-link singulier 
f
represente dans la partie



























est donne dans la partie droite




















σσ f +σ -σ
Fig. 35 {
De me^me, on montre que, pour tout string-link  a deux ordes, V
2
() 2 Z :
par une suite de hangements de roisements, on peut toujours se ramener



















Une onsequene de Lem. 5.8 et Thm. 5.9 est que V
2
produit un homo-







Etant un invariant de Vassiliev de degre 2 par Thm. 5.7, il suit alors du
theoreme 1.27 que V
2








Faisons a present une observation, qui nous sera utile dans le prohain
lemme.





















































On note S la seonde somme dans ette expression : toute paire fx; yg
ontribuant a la seonde somme est telle que
D
x;y









= 1 et Æ
y
= 0. On est alors





















la ourbe fermee orientee du plan donnee par la fermeture de
la premiere orde du string-link, et soit 
2
la ourbe fermee orientee du plan
formee par la boule de 
2
en le roisement x. On verie aisement que, pour


























sous-ensemble des elements  tels que i

= (1).


















Dans le ontexte de Fig. 36(a), y 2 I
 
1;2




fx; yg 2 P
2
() ontribue pour S (D
x;y
= l), et d'apres (17) il y a deux
possibilites pour que i
y
= (+1) :


















Ainsi, les termes ontribuant a S viennent par ouples (fx; yg; fx; yg), la
paire (y; y) etant dans un des deux as i-dessus.
Nous allons maintenant identier l'invariant V
2
en termes d'invariants





on appelle boulage de , note B

, le nud base obtenu en identiant les
extremites superieures, d'une part, et inferieures d'autre part, de .
19
On
munit le nud ainsi obtenu de l'orientation induite par la orde 
1
(qui est
l'inverse de elle induite par 
2
), le point base de B

etant donne par les
extremites inferieures des ordes. Un exemple est donne dans la gure 37.




un string-link a deux ordes. Alors, l'inva-
riant V
2














Demonstration. Pour tout roisement x de , on note le roisement assoie
de B

par une majusule : X 2 P(B

). On onstate que :
19




Fig. 37 { Le boulage d'un string-link a deux ordes.
{ Si x est de type 1, appartenant a 
1









{ Si x est de type 1, appartenant a 
2


















Calulons l'invariant de Casson de B

, 'est-a-dire l'invariant de Casson du
string-link a une orde obtenu en oupant B



















































). On observe que les




) telles que D
X;Y





) telles que D
x;y
=m ou ouk oul ou.
Si D
x;y
= m, x et y sont deux roisements de type 1 sur la premiere












































l'invariant de Casson de la premiere orde de .
Si D
x;y

































































On note S le troisieme terme de ette expression :









Tout d'abord, on observe que le diagrammek fait intervenir une paire
de roisements fx; yg de type 2 : les `' sont hanges, mais pas les `Æ'. On a


















De me^me, si D
x;y
=l, alors x est de type 1 sur la premiere orde et y est
de type 2 :





















































On a vu dans la remarque 5.10 qui preede e lemme que les termes





= (i.e. y est de type 2) et d'un des deux as suivant :






































































































































































































































Les termes ontribuant aux sommes (de gauhe et de droite) de (18) viennent













. L'egalite (18) est don veriee, e qui aheve la preuve.
Remarque 5.12. Nous avons deja dit que e lemme implique que V
2
est
bien un invariant des string-links a deux ordes. On peut montrer que le fait
que V
2
est un invariant de Vassiliev de degre 2 est aussi une onsequene de
e resultat. Il apparait don que le lemme 5.11 implique les theoremes 5.7
et 5.9.
Exemple 5.13. Nous detaillons ii le alul de l'invariant V
2
pour la version











On numerote les roisements de w
ji


































































































































) = 1=2( 1 + 0 + 0 + 1 + 0 + 1 + 1 + 0 + 0) = 1:













(orde j) = 1 + 0 + 0 = 1:
En eet, haune des deux ordes, onsideree individuellement, est le string-
link trivial a une orde, et le boulage de w
ji
est le nud de tree.
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5.1.3 Invariants de Milnor
Nous terminons ette setion sur les invariants de Vassiliev des string-
links par un mot sur les invariants de Milnor, denis dans la setion preeden-
te. Il est onnu ([BN2℄, [Lin℄) que les invariants de Milnor de longueur k+1
sont des invariants de Vassiliev d'ordre k. Le resultat suivant de K. Habiro
est don une onsequene du theoreme 1.27 :
Theoreme 5.14. [H, Thm. 7.2℄ Pour k; n  1, les -invariants de Milnor
de longueur k+1 des string-links a n brins dans D
2




5.2 Caraterisation de la C
2
-equivalene pour les string-links





(n) le groupe abelien libre engendre par les segments ('est-a-
dire les graphes onstitues de deux sommets relies par un o^te)
20
dont les




g, sujets a la relation
suivante












































 f0g)  (D
2









. Ces disques sont munis d'une orientation
naturelle sur (un ollier de) leur bord, en onsiderant le veteur normal









g  I de 1
n
, de telle sorte que ette
orde intersete toujours (transversalement) D
i
en son entre, et on fait de
me^me pour D
j
. Puis, on onnete es deux disques par une bande de telle
sorte que l'orientation de la bande est ompatible en ses deux extremites
ave les orientations des disques. La surfae obtenue est un lasper basique
strit (et simple) pour 1
n



















est alors le string-link a n ordes obtenu du string-link trivial par hirurgie











(n) est bien denie, et surjetive.
20
Ces graphes sont souvent appeles struts dans la litterature.
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Demonstration. Il nous faut tout d'abord voir que l'appliation '
1
est inde-
pendante du hoix du plongement  : ei est assure par le fait que, si on











n'est pas modiee lorsque l'on glisse e sur un
nud en bande de (D
2
n
 I) (Lem. 1.34 et Rem. 1.35).
Par ailleurs, '
1




℄ = 0, 8 i : d'apres




℄) peut e^tre hoisi tel que le
string-link obtenu de 1
n




℄) est isotope a 1
n
(il a
deux boules positives ou negatives sur sa i
ieme
orde).
On a don une appliation bien denie, et surjetive, puisque le groupe
abelien SL
1




, ou C est un lasper
basique onnexe.
Preuve du theoreme 2.18
On va onstruire un inverse a gauhe pour '
1































) (voir x4.2.4). D'apres le theoreme 5.14, 
2
se fatorise




















) est le string-link
obtenu de 1
n
par hirurgie le long d'un lasper basique dont la premiere
feuille disquee intersete 1
n
en un unique point appartenant a la i
ieme
orde,









-equivalene pres, on peut supposer que le o^te du lasper





omme dans la gure i-dessous.

























De plus, on deduit de e qui preede que 
2
















Preuve du Lemme 2.20
Le theoreme 2.18 montre que SL
1
(n) est isomorphe, omme groupe
abelien, a l'espae de diagrammes A
1
(n) engendre par les segments dont
les sommets sont olories par des elements (distints) de (n). D'autre part,
on a une presentation en termes de generateurs et relations du groupe P(n)
des tresses pures a n brins ([MKS, p. 174℄) : P(n) est engendre par l'en-
semble des A
i;j
(represente dans la gure i-dessous), pour 1  i < j  n,















































































, si i < r < k < s.
L'abelianise de P(n) est don le groupe abelien libre engendre par les A
i;j
(1  i < j  n), qui est lairement isomorphe a l'espae de diagrammes
A
1
(n) et don a SL
1
(n).
5.3 Caraterisation de la C
3
-equivalene pour les string-links
5.3.1 Appliation de hirurgie pour SL
2
(n)
L'espae de diagrammes A
2
(n). On note A
2
(n) le groupe abelien libre
engendre par les graphes en forme de Y dont le 3-sommet est muni d'un





g, l'ensemble des 1-sommets portant la me^me ouleur etant






















































Plus preisement, on ajoute une seonde etiquette sur es 1-sommets, prise (sans










2 f1; 2; 3g.
L'appliation de hirurgie '
2





























, voisinages des points standards. Comme
dans x5.2, on observe que es disques sont munis d'une orientation naturelle
sur (un ollier de) leur bord, en onsiderant le veteur normal sortant en
haque point du bord. Puis, on pousse es disques a l'interieur de (D
2
 I)








, le disque D
j





pousse les disques a l'interieur de (D
2
















) en son entre. On hoisit ensuite un disque D plonge
dans l'interieur de (D
2
 I), disjoint des autres disques et de 1
n
, que l'on
oriente de faon arbitraire, et on le onnete aux D
i








. On demande que es bandes soient ompatibles ave les orientations
des dierents onstituants, ainsi qu'ave l'ordre ylique (i; j; k). On obtient
















































Demonstration. Comme dans la preuve du theoreme 3.6, l'independane par
rapport aux hoix de D, de son orientation et des o^tes e
i
deoule des deux
faits suivants. Soit G un lasper strit de C-degre 2 pour un string-link ,
alors :




n'est pas modiee lorsque l'on fait





(Lem. 1.34 et Rem. 1.35).




est inversee lorsque l'on eetue
un demi-twist sur un o^te de G (voir Rem. 2.27).






est independante du hoix de .
Montrons maintenant que '
2
est ompatible ave les relations de A
2
(n). Les
relations (AS) et (AS2) se montrent dans SL
2
(n) par le Fait 2, au vu de
l'observation suivante (illustree par la gure 38) : une inversion de l'ordre
ylique sur le 3-sommet d'un diagramme Y est realisee par l'isotopie de



























dont les brins i et j forment un entrelas de Whitehead dans des roles
symetriques (voir Figure 39). Or, de me^me que sa fermeture, la version
ji i j ji 
isotopie
i j





string-link de l'entrelas de Whitehead a la propriete remarquable d'e^tre
symetrique, au sens ou il existe une isotopie ehangeant ses omposantes.
Enn, le fait que le groupe abelien SL
2
(n) est engendre par les ()
G
ou
G est un arbre de C-degre 2, simple, strit et onnexe (qui se montre par
des aluls de laspers standards) montre que '
2
est surjetive.
5.3.2 Preuve du theoreme 2.21
Jusqu'ii, on a montre (x5.3.1) qu'il existe un espae de diagrammes
A
2














































(n) le sous-groupe engendre par les
diagrammes dont les 1-sommets sont olories ave k elements distints de
(n). Les relations dans A
2












Notons que, les diagrammes de A
2;3
(n) etant olories par trois elements distints de
(n), il n'y a pas d'ordre sur les 1-sommets, et don pas de seonde etiquette.
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Lemme 5.17.  est un isomorphisme de groupes abeliens.
Demonstration. On verie aisement ave les relations (AS), (AS2) et (BS)
(voir x5.3.1) que  est bien denie, et don surjetive. De plus,
{ Par la relation (AS), on voit que A
2;3
(n) a pour base l'ensemble des






℄, ave i < j < k. C'est don un Z-module
libre de rang C
n
3
, qui est envoye (par ) sur 
3
H : la restrition de  a
A
2;3
















℄, ave i < j et n < m































































































orde de . Cette appliation est bien
denie.






) se fatorise en l'ho-
















Le lemme suivant est la derniere etape de la demonstration du theoreme








) sont des isomorphismes.
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Demonstration. Soit Y un generateur de A
2
(n). Voyons que, quel que soit le
























































ave les trois ompo-
santes d'un entrelas borromeen. En eet, on rappelle de l'exemple 1.19
qu'un C
2
-mouvement simple est realise par une telle somme onnexe
(voir Fig. 9 dans l'exemple 1.19).




) = 1 pour (a; b; ) = (i; j; k), et 0 sinon. De plus, V
2
est nul pour le string-link forme par toute paire de ordes de 
ijk
(on
obtient toujours le string-link trivial 1
2
). De me^me, les invariants de
Casson 
2



























et m < n.
Un representant de '
2
(Y) est alors le string-link w
ij
dont les brins i
et j forment un entrelas de Whitehead (voir Fig. 30(b)). On a vu







la valeur 1. V
2
vaut 0 pour toute autre paire de ordes, puisqu'on est
toujours dans le as ou au moins une des omposantes est isolee, et
les triples nombres de Milnor sont tous nuls pour ette me^me raison.
Enn, tous les invariants de Casson s'annulent.
























; p)℄ ; m < n < p.
Son image '
2





par une opie du nud de tree sur la i
ieme
omposante (voir Fig.












vaut 1, omme invariant de Casson du nud de tree, et bien
su^r 0 sur les autres ordes.













= (Y) 2 S
2
H.
Cei aheve la preuve du lemme 5.18, et don du theoreme 2.21.
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5.4 Lien entre C-ltration et Y -ltration pour les string-
links.
Dans ette setion, on va onfronter les deux relations d'equivalene hi-
rurgiales sur les string-links induites par la theorie des laspers : la Y
k
-
equivalene pour les string-links frames des boules d'homologie et la C
k
-
equivalene pour les string-links dans D
2
 I = 1
D
2 . En partiulier, on
demontre ii le theoreme 2.23.

















































. De me^me, on note P

























, ou la partie Z
2
est donnee par le














(n) ( = 0; 1) est le sous-ensemble de SL
hb
1
(n) des elements (M;)


















donne par le triple nombre de Milnor et les invariants de Sato-Levine et de

































































l'element reduit modulo 2.
Rappelons que A
1
(P ) est le groupe abelien libre engendre par les dia-
grammes en forme de Y, dont le 3-sommet est muni d'un ordre ylique et
110
dont les 1-sommets sont olories par des elements de P , modulo les relations




(P ) (pour  2 f0; 1g), le sous-ensemble de A
1


































(P ) est un sous-groupe et il est lair d'apres la preuve du


























 est surjetive. Il suit de e qu'on a vu dans les setions preedentes que le
-invariant de (Y) est nul si et seulement si Y 2 A
(0)
1



















































est don un isomorphisme.
Rappelons par ailleurs que A
2
(n) est le groupe abelien libre engendre
par les diagrammes en forme de Y, dont le 3-sommet est muni d'un ordre





ordre sur les 1-sommets de me^me ouleur, modulo les relations (AS), (AS2)

































On rappelle de Rem. 3.5 que P est isomorphe a l'extension entrale de H par Z
2
, le






















































donnee par l'identite sur 
3

























Il suit que d est elle aussi surjetive.




















Fig. 40 { L'appliation T .
l'arbre de lasper G






tel que  est obtenu
de 1
n
par hirurgie sur G

: T onsiste alors a trouer haque feuille disquee
de G

, 'est-a-dire enlever un petit disque d tel que 1
n
intersete la feuille
disquee a l'interieur de d ; on munit de plus le string-link 1
n
du framing nul.
Comme le montre la gure 40, perforer une feuille disquee de G

produit





















On remarque que l'appliation T a un noyau qui est non trivial ; un exemple




























































d'ou l'on deduit que l'appliation T est surjetive. Cei demontre la premiere
partie du theoreme 2.23.
On peut resumer e qui a ete dit dans ette setion par le diagramme
ommutatif suivant, dont les ehes des triangles superieurs et inferieurs


























































































; a) onident via l'appliation surjetive T (et





, la redution modulo 2 de l'invariant de Sato-Levine :
V
2
  (mod 2).
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Cependant, es invariants sont dierents : si on note  le string-link a deux
ordes represente i-dessous, on verie par exemple que V
2
() = 0 tandis
que () = 2.
σ
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A L'invariant de Vassiliev V
2
.
On se propose ii de demontrer que l'invariant V
2
deni dans x5.1.2
est bien un invariant des string-links a deux ordes, autrement dit qu'il
est inhange par les trois mouvements de Reidemeister (voir Figure 41).
Comme on l'a dit dans la preuve du theoreme 5.7, ei peut e^tre vu omme
RI
b 1













Fig. 41 { Les 3 mouvements de Reidemeister
un orollaire du lemme 5.11. Les quelques pages qui suivent le demontrent
a partir de la seule denition de V
2
. Les notations de la setion 5.1 seront
adoptees.
Tout d'abord, il est lair que V
2
ne hange pas par RI, puisqu'il fait




nul pour les diagrammes de ordes ontenant une telle orde par (15) ('est
la relation (1T) : W (e) = 0).



























). On verie de plus
que, lorsqu'on regarde les roisements x 6= 
i











; x) + (
2


























= 0 (il en est







Voyons maintenant l'invariane de V
2
sous RIII. Commenons par remarquer











pour tout  = x; y; z.





, pour tout  = x; y; z, d'ou
lairement (t; x) + (t; y) + (t; z) = (t; x
0
) + (t; y
0
) + (t; z
0
). Il reste a
voir que














Pour ela, on oriente les brins dans la gure 41 de faon arbitraire. Pour des
raisons de symetrie, il y a essentiellement 4 as, que l'on nommera RIII(a)





































Fig. 42 { Les mouvements RIII(a) a RIII(d)...
grammes de ordes a 3 brins assoies (voir Figure 43), appele diagramme



































Fig. 43 { ... et les diagrammes arateristiques orrespondants.
 On s'interesse a present au as du mouvement RIII(a). Il faut examiner
l'ensemble des diagrammes de ordes a 2 brins que l'on obtient en raordant




s'annule sur l'ensemble des diagrammes ayant un brin sans ordes, il
suÆt d'isoler un des trois brins et de raorder les deux autres. Par exemple,

















{ Cas i : on le designera par (a)[1-23℄, puisqu'on a isole le brin 1 et
raorde le brin 2 au brin 3.















= 0. Alors lairement

























































































































































































































































Dans haun des as onsideres, on a bien la relation voulue :













Notons a propos de es aluls que, pour des raisons de symetrie, les as i
et iii sont respetivement essentiellement les me^mes que les as iv et ii : les

















. Ainsi, par la suite on ne regardera plus que les diagrammes de
ordes a deux brins tel que le seond brin est obtenu en raordant deux
brins du diagramme arateristique de la relation onsideree. Ainsi, pour
ahever le as du mouvement RIII(a), il reste a onsiderer les 4 as de la
gure suivante













































































































) = 0 + 0 = 0.














































































) =  1 + 1 = 0.



























































































































= ( 1). Comme on vient de le voir, il y a essentiellement 6 ongurations
a examiner, representees dans la gure i-dessous















































































































































































































































0 + 0 = 0.













































































) = 0  1.













































































) = ( 1)  
( 1) = 0.













































On onsidere les 6 as representees dans la gure i-dessous











































































































) =  ( 1) + ( 1) = 0.
































































































































) = 0 + 1.














































































 ( 1) + 0 = 1.














































































) = 0 + 0.
























































































































































) = ( 1)  ( 1) = 0.

































































































































0  ( 1) = 1.














































































) = 0  0.














































































 ( 1)  0 = 1.





























Cei aheve de prouver que V
2
est un invariant des string-links a deux ordes.
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